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Introduccidn

* Los computadores pueden ejecutar operaciones
aritméticas y légicas.

* Una operacion de calculo en un computador puede
ser realizado de dos formas:

* Hardware: un circuito realiza completamente esa
operacion.
* Software: un programa descompone esa operacion en

otras mas elementales que son realizadas mediante
hardware.
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Introduccidn

* Hardware de calculo numérico en los procesadores:

* Todos los procesadores disponen de los componentes
necesarios para sumar y restar enteros por hardware.

* Algunos pueden realizar por hardware otras
operaciones enteras mas complejas como
multiplicacion o divisién entera.

* Algunos incluso pueden realizar por hardware
operaciones con numeros no enteros, algunas tan
complejas como exponenciales, logaritmos o funciones
trigonomeétricas.
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Introduccidn

La aritmética de un computador digital tiene ciertas
peculiaridades:

* La base del sistema de numeracién suele ser 2
(binaria).

* El codigo empleado para representar conjuntamente
enteros mayores y menores que cero (notacién con
signo) normalmente no es signo-magnitud.

* A menudo, el numero de bits disponible para
representar un niumero tiene una cota
predeterminada, lo que limita la precisiéon y el rango
de valores representables.
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Aritmética binaria: operaciones basicas

Suma aritmética

+ =

=
O
= O
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Aritmética binaria: operaciones basicas

Suma aritmética

01100 Acarreo (carry)
1 00110 Sumando 1

+ 1101 Sumando 2
110011 Suma
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Aritmética binaria: operaciones basicas

Resta

=
o
= O
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Aritmética binaria: operaciones basicas

Resta
1 00110 Minuendo
- 1101 Sustraendo
11001 Préstamo (borrow)
011001 Resta
ur DT
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Aritmética binaria: operaciones basicas

Multiplicacién

> =

o
= O
e
o

= O
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Aritmética binaria: operaciones basicas

Multiplicacién (algoritmo de sumas y desplazamientos, no

optimo)
1 00110 Multiplicando
X 1101 Multiplicador
100110
0O000O0O0O
100110
100110
111101110 Multiplicacién
ur DT
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Aritmética binaria: operaciones basicas

Divisidon

100110 | 1101

Departamento de Tecnologia Electrénica — Universidad de Sevilla



Aritmética binaria: operaciones basicas

Division (algoritmo no 6ptimo)

Dividendo1 0 0 1 1 0 |1 1 0 1 Divisor
- 1101 1 0 Cociente
O1100
- 00O00O
1100 Resto
u@ DT
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Operador moédulo: definicidn

* Seax&€ Zyseane€&N, se define xmodn como el
numero r € Z, tal que x-r es multiplo de n.

* Es facil demostrar que x modn s Unico.
* Ejemplos:

23 mod5 =3

-30 mod 8 = 2

4 mod 20 =14

-4 mod 20 =16

* El operador mddulo suele tener la menor precedencia,
es decir, a+b mod m=(a+b) mod m , a-b mod m=(a-b) mod m, axb
mod m=(axb) mod m.

ur DT
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Operador modulo: propiedades

e SI x=0, xmodn es el resto de dividir x entre n.
* Si x es multiplo de n, x mod n=0.
e SI X € Z,, xmod n=x.

* (f+g) mod n=[(f mod n)+g] mod n=[f+(g mod n)] mod n=
=[(f mod n)+(g mod n)] mod n

* (f-g) mod n=[(f mod n)-g] mod n=[f-(g mod n)] mod n=
=[(f mod n)-(g mod n)] mod n

* (fxg) mod n=[(f mod n)xg] mod n=[fx(g mod n)] mod n=

=[(f mod n)x(g mod n)] mod n

ur DT
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Operador moédulo: ejercicios

* Calcule 83141592 mod n para los siguientes valores
de n: 10°, 108, 107, 10°, 10>, 104, 103, 102y 101,

* Represente el nUmero 101100110 modn en base 2
para los siguientes valores de n: 219, 29, 28, 27, 26, 25,
24, 23,22y 21,

* Represente el numero 2143157 mod n en base 8
para los siguientes valores de n: 88, 87, 8¢, 8>, 84, 83,
82y 81

* Calcule 236813x564157 mod 10.

* Represente en base 2 el numero
111001101x101100111; mod 22.

ur DT
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notaciones con signo

Los codigos binarios para representar nimero enteros se dividen
en dos tipos:

* Sin signo: No permiten representar valores menores que cero.
— Base 2
— Gray
* Con sigho: Permiten representar valores menores que cero.
— Notacién Signo-Magnitud
— Notacion Complemento a 1
— Notacion Complemento a 2

— Notacidon Exceso

ur DT
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notacién signo-magnitud

* El nUmero que representa una cadena de bits A en
notacidén signo-magnitud lo notamos A

« Con n bits los nUmeros representables son los enteros en el
intervalo [-(2"1-1), 21 - 1] (un total de 2n - 1)

* Para representar un nimero X=0 se toma una cadena A tal
que Ap=X. Ejemplo: “01011010"sm=90

* Para representar un numero X<0 se toma una cadena A tal
gque Ap=2"1+|X]|]. Ejemplo: “11011010"s.m=-90

* Cualquier cadena con los n-1 bits menos significativos
iguales a 0 representa el numero cero (“0000” y “1000”
para n=4)

ur DT
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notacion signo-magnitud

Cuando se representa un niumero con una cadena A en
notacién signo magnitud, al bit mas significativo de A se le
llama bit de signo ya que si vale cero entonces As.w=0 v si
vale uno entonces As.m<0. A los bits restantes se les
denomina magnitud ya que en notacion base 2 sin signo
representan el valor absoluto de Aswm

Signo Magnitud

+90 —0 |1 0 1 1 0 1 O
-90 —1 /1 0 1 1 0 1 O
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notacion complemento a 1

Sea A una cadena de n bits, el complemento a 1 de A,
Cal(A), es otra cadena de n bits tal que A,+Cal(A),=2"-1

Propiedades de Cal:
* Cal(Cal(A))=A

* Cal(A) puede obtenerse complementando los bits de A, es
decir, Cal(A)=A

* Ejemplo: Cal(“01011010”)="10100101"
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notacién complemento a 1

* El nUmero que representa una cadena de bits A en
notacidon complemento a 1 lo notamos Aca:

« Con n bits los nUmeros representables son los enteros en el
intervalo [-(2™1 - 1), 2™t - 1] (un total de 2 - 1)

« Para representar un niUmero X=0 se toma una cadena A tal
que Az=X. Ejemplo: “01011010"ca1=90

* Para representar un nidmero X<0 se toma una cadena A tal
que Cal(A)x=]|X|. Ejemplo: “10100101" ca1=-90

* Cualquier cadena con todos los bits iguales representa el
numero cero (“0000” y “1111” para n=4)

« Al bit mas significativo de A se le llama bit de signo ya que
si vale O entonces Aca1=0 y si vale 1 entonces Aca1=<0.

ur DT
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notacion complemento a 2

Sea A una cadena de n bits, el complemento a 2 de A,
Ca2(A), es otra cadena de n bits tal que

Ca2(A),=(-A,) mod 2"
Propiedades de Ca2:
* Ca2(Ca2(A))=A

* Si A,=0 entonces Ca2(A)=A
A,+Ca2(A), mod 2"=0

* Si A,#0 entonces A,+Ca2(A),=2"
» Ca2(A),=A,+1 mod 2r

* Ca2(A) puede obtenerse complementando los bits a la
izquierda del primer uno de A empezando por la derecha.

«.~¢ Ejemplo: Ca2(“01011100”)="10100100"
u‘g jemp ( )
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notacién complemento a 2

* El nUmero que representa una cadena de bits A en
notacion complemento a 2 lo notamos Aca>

* Con n bits los nUmeros representables son los enteros en el
intervalo [-2™1, 2™1 - 1] (un total de 2")

* Para representar un numero X se toma una cadena A tal
que Ax=X mod 2". Ejemplo: “10100110"ca2=-90

* Propiedad: Acax=20A0+2*A1+22A+...+2"2A05 - 2" Ana
* Propiedad: Si Aca2#-2"! entonces Ca2(A)caz=-A(caz
* Propiedad: -Aca2=A(ca2+1

* SOlo la cadena con todos los bits iguales a 0 representa el
numero cero (“0000” para n=4)

<= ¢ Al bit mas significativo de A se le llama bit de signo ya que
& sivale 0 entonces Ac.2=0 y si vale 1 entonces Ac.,<0.
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notacién complemento a 2

* Si S es el bit mas significativo de A, {S,A}ca2=Aca2,
donde {S,A} denota la concatenacion de S y A.

* Esto permite encontrar una cadena mas larga que A
gue en notacidon complemento a 2 represente el
mismo numero que A usando un procedimiento
denominado extension de signo.

N . A AP
O0000110 11111010
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notacion complemento a 2

« ;Como se realiza el proceso inverso de extension de signo?
- Se tiene una cadena A de n bits.

- Se busca una cadena A’ de longitud m<n tal que
A'(Ca2=A(Ca2

* La cadena A’ que buscamos existe si y sélo si A es la
extensiéon de signo de A’, es decir, si se cumple:

- Los n-m+1 bits mas significativos de A son iguales.

- A’ son los m bits menos significativos de A.

0110 1010
O0000110 11111010
ur DT
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notacidon exceso

* Sea K un numero entero, el nUmero que representa una
cadena de bits A en notacidn exceso K o notamos A exceso k

« Con n bits los nUmeros representables son los enteros en el
intervalo [-K, 2"-1-K] (un total de 2")

 Para representar un nimero X se toma una cadena A tal
que Ap=X+K. Ejemplo: “1100" exceso s=4

« Para un valor fijo de n y K, sdlo una cadena representa el
numero cero (“1000” para n=4 y K=8)

* Suele tomarse K=2"!, En tal caso al bit mas significativo de
A se le llama bit de signo ya que si dicho bit vale 1
entonces Aexceso k=0 Yy Si vale 0 entonces Aexceso k<O0.

ur DT
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A

* Representacion de numeros con signo, ejemplo 4 bits

DT

O = N W A~ U1 O N

notaciones con signo

S-M

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000/1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

Cal

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000/1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000

Ca2

0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000
1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000

Exceso 23=8

1111
1110
1101
1100
1011
1010
1001
1000
0111
0110
0101
0100
0011
0010
0001
0000
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Sumador de magnitud

* Un sumador de magnitud de n bits es un dispositivo
digital con dos entradas a y b (sumandos) de n bits,
una entrada Cin (entrada de acarreo) de 1 bit, una

salida S (suma) de n bits y una salida Cout (salida de
acarreo) de 1 bit.

* Funcionalidad: {Cout,S}»=a,+b+Cins,, donde
{Cout,S} denota la concatenacidén de Cout y S.

* Propiedades:
« Cout=1 siy sblosi an+br+Cina>2"-1
« Si Cout=0 entonces Sipx=ap+b+Cing

« Sp=(ap+br+Cine) mod 27

ur DT
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Restador de magnitud

* Un restador de magnitud de n bits es un dispositivo
digital con dos entradas a y b (minuendo y
sustraendo) de n bits, una entrada Bin (entrada de
préstamo) de 1 bit, una salida R (resta) de n bits y
una salida Bout (salida de préstamo) de 1 bit.

* Funcionalidad: {Bout,R}»=(ar-br-Bin;z) mod 2"+, es
decir, {Bout,R}(Caz=a(2-b(2-Bin(2

* Propiedades:
« Bout=1 si y séblo si ax-bz-Binz<0
« Si Bout=0 entonces Rp=ap-br-Bing

* Rp=(apr-br-Binz) mod 2"

ur DT
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Sumadores con signo: Sumador en Ca2

* Sea un sumador de magnitud de n bits con entradas a, b,
Cin y salidas S, Cout, si aca2+bca2+Cin;; es representable
en complemento a 2 con n bits entonces
Scaz=a(caz+b(caz+Cing.

* Puede ver la demostracién en los apéndices del tema.

 Conclusidon: un sumador en Ca2 es funcionalmente
idéntico a un sumador de magnitud.
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Sumadores con signo: Sumador en Ca2

Tabla de verdad de sumador magnitud/CA2 de 4 bits

Bew 0 1 2 3 4 5 6 7 8 7 6 5 4 3 2 41

B, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15

Ace: A, AB | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111
0 0 [0000 | 0000 | 00OL | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111
1 1 [0001 | 0001 | 0010 | OOLL | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000
2 2 [0010 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001
3 3 [0011 | 0011 | 0100 [ 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010
4 4 [0100 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011
5 5 [0101 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100
6 6 [0110 [ 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101
7 7 [0111 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110
-8 8 [1000 [ 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 00LL | 0100 | 0101 | 0110 | 0111
7 9 [1001 [ 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000
6 10 [ 1010 [ 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001
-5 11 [1011 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010
-4 12 [1100 [ 1100 | 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 00O | 0010 | 0OLL | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011
-3 13 [1101 [ 1101 | 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100
2 14 [1110 [ 1110 | 1111 | 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101
-1 15 [1111 | 1111 | 0000 | 00O | 0010 | 0OLL | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001 | 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110

S=A+B

DT
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Restador en Ca2

* Sea un restador de magnitud de n bits con entradas a
(minuendo), b (sustranedo), Bin y salidas R, Bout, si
dca2-b(ca2-Bin; es representable en complemento a 2
con n bits entonces R(ca2=a(ca2-bicaz-Bin.

* Puede ver la demostracién en los apéndices del tema.

* Conclusion: un restador en Ca2 es funcionalmente
idéntico a un restador de magnitud.
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Aritmética binaria

* La notacidon entera sin signo mas utilizada para realizar
calculos aritméticos es la base 2.

— Los sumadores/restadores de magnitud pueden
Implementarse de forma sencilla y eficiente.

* La notacidon entera con signo mas utilizada para
realizar calculos aritméticos es Ca2.

— Los sumadores/restadores de magnitud también son
sumadores/restadores Ca2. Por eso los procesadores
actuales usan las mismas instrucciones de
suma/resta entera para ambas notaciones.

— Sumar/restar en otras notaciones con signo es mas
complicado.

ur DT
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Ejemplo: Sumar en S-M

* Para obtener la suma de dos niumeros en S-M:

— Si ambos tienen el mismo signo

« La magnitud del resultado coincide con la suma de las magnitudes.

« El bit de signo del resultado es el mismo que el de cualquiera de los
sumandos.

— Si los numeros tienen distinto signo

« La magnitud del resultado se obtiene restando la magnitud menor de la
mayor.

« El signo del resultado se corresponde con el signo que tenga la magnitud
mayor.

*El circuito que realizase ese calculo requeriria sumadores de
magnitud, restadores de magnitud, comparadores,
multiplexores, etc.

ur DT
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Ejemplo: Sumar en Cal

* Puede hacerse en dos pasos:

— Paso 1: Se alimenta un sumador de magnitud con los
sumandos Cal y se anota el valor de las salidas.

— Paso 2: Sumar el valor obtenido de C,; al resultado

0 acarreos 00110 acarreos
11010 -5 10011
11001 -6 + 1
10011 -12 (MAL) 10100 -11 (OK)
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Circuitos sumadores basicos

* Sumador completo Full Adder (F.A.): Tiene la
funcionalidad de un sumador de magnitud de un bit.

vy
ab

=

(@]
(@]

P P PP O O O O Y
R P O O B P O O T
H B P OKROOO.:
P O O O P P O WOn

P O P O O K O

s=a@bec
cut=ab+acin+bcin

(0]
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Circuitos sumadores basicos

* Sumador completo Full Adder (FA)
- Una implementacién mediante puertas légicas

4 )
o gl
Cin
a — &
s=a®@be&c, b —
C,,=ab+ac +bc,
a — & &
Cin— P P— Cout
b | & ‘
Cip—
\_ J
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Circuitos sumadores basicos

* Semisumador o Half Adder (H.A.): Carece de entrada
de carry. # #

ab

< C FA

out

S

:

a b Cout S

0 0 0 O s=a®b
O 1 0 1 ) =ab
1 0 0 1 A4 oLE

1 1 1 0
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Circuitos sumadores basicos

* Semisumador o Half Adder (HA)
Una posible implementacion mediante puertas

l6gicas
4 N
a — &

C
s=a®b b — ot
COut_ab

a — =1 g
l) —
N /

Departamento de Tecnologia Electrénica — Universidad de Sevilla



Circuitos sumadores basicos

® Descripcion LDH de un sumador completo (FA)

I Samador FA /11NN

module fa(
input x, // primer operando
input y, // segundo operando
input cin, // acarreo de entrada
output z, // salida de suma
output cout // acarreo de salida

);

assignz=x "~y 7 cin;
assign cout =x &y | x&cin|y &cin;

endmodule //fa

ugg Departamento de Tecnologia Electrénica — Universidad de Sevilla



Implementacién de un sumador de n bits

* Un sumador de magnitud/Ca2 de n bits con entrada
de acarreo tiene esta estructura.

i i i i i i E'I’Cout Cpg --- CpCqp Cp= Cln

dn-1...A1Q0 bn-1...b1bo a1 ... ap a; ag

<« |Cout Sumador n bits  C, |«

E;rrj_---ESELESO
I
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Implementacién de un sumador de n bits

* Un sumador/restador puede construirse a partir de
sumadores/restadores mas pequenos encadenando
sus entradas de carry/borrow. Por ejemplo, un
sumador de 5 bits puede construirse encadenando
un sumador de 2 bits son otro de tres bits.

d4 ds3 A b4 bs by d1 do b1 bo
b ! - |
a2 a1 A b2 b1 bo a1 ao b1 bo
Cout <« |Cout Sumador 3 bits Cinle ICout  Sumador 2 bits Cinke Cis
S» S1 So S1 So
vy oy vy
S4S535; S1 So
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Implementacién de un sumador de n bits

* Un sumador de magnitud/Ca2 de n bits sin entrada
de acarreo funciona como un sumador gue tuviese la
entrada de acarreo fija a 0. Tiene esta estructura.

i i i i i i ill’Cout Cp1--- CopCq

an-1...0120 bn-1...b1bo a1 ... ap a; ag
' b.y... by by by

<« |Cout Sumador n bits

55r7;1.. .ES:LESO

I
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Implementacién de un sumador de n bits

* La implementacién conocida como sumador con
acarreo serie (también llamada sumador de rizado o
ripple adder) es la mas intuitiva y tiene un coste
razonablemente bajo.

* Se trata de un circuito modular construido con sumadores
completos de un bit. Si no hay entrada de acarreo se usa
un semisumador para generar el bit menos significativo.

ap1Pn-1Chq a, b, C, a;b; €, aybyCy = C;,,
ab Gy, ab G, ab Gy ab Gy
FA FA FA FA
Cout S‘ Cout S‘ Cout S‘ Cout T
Cout = CyShaa C; S, G 5 Ci S
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Implementacién de un sumador de n bits

* Es lento debido a la propagacion serie del acarreo

* El tiempo que tarda en realizarse una suma crece
linealmente con el numero de bits

ap 1Pn-1Chq a, b, C, arb; C; 2)byCy = C;,,

C
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® Descripcion LDH de un sumador de 8 bits

I 1] Sumador 8 bits con FA /1111111111
module adder8_e(

input [7:0] a, // primer operando

input [7:0] b, // segundo operando

input cin, // acarreo de entrada

output [7:0] s, // salida de suma

output cout // acarreo de salida

);
/* Este sumador se construye mediante la conexién en cascada de 8
* sumadores completos (FA). Cada FA genera un bit del resultado.

* 'c' es una senal auxiliar para la conexion del acarreo de salida de
una

* etapa con el acarreo de salida de la etapa siguiente */

wire [7:1] c;

/* El acarreo de entrada del primer FA es el acarreo de entrada del
* mdédulo sumador */

fa fa0O (a[0], b[O], cin, s[0], c[1]);

fa fal (a[l], b[1], c[1], s[1], c[2]);

fa fa2 (a[2], b[2], c[2], s[2], c[3]);

fa fa3 (a[3], b[3], c[3], s[3], c[4]);

fa fad (a[4], b[4], c[4], s[4], c[5]);

fa fab5 (a[5], b[5], c[5], s[5], c[6]);

fa fa6 (a[6], b[6], c[6], s[6], c[7]);
/* El acarreo de salida del uUltimo FA es el acarreo de salida del
* mdédulo sumador */

fa fa7 (a[7], b[7], c[7], s[7], cout);
endmodule // adder8_e



Implementacién de un restador de n bits

* Un restador de magnitud/Ca2 de n bits con senales
de entrada X, y, Bin (minuendo, sustraendo, entrada
de prestamo) y senales de salida R, Bout (resta,
salida de prestamo) puede implementarse asi:

Xn-l...XlXo yn-l...ylyo

HINE

an1...d180 bn-1...bibg

Bout% Cout Sumador n bits Cin %Bin

Sn-l. . .SlSO
voovy
Rn-l. . RlRo

* Puede ver la demostracién en los apéndices del tema.
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Implementacién de un sumador-restador

* Conclusiodn: Este circuito funciona como un sumador
de magnitud/Ca2 o como un restador de
magnitud/Ca2 dependiendo del valor de la senal de

control s/r.
s/r
Xn-l---Xlxo Ln-l--hio
J J J I
an-1...A190 bn-1...b1bo
Cout/Bout =1¢kcout Sumador n bits Cin ﬂﬁcin/Bin
Sn-l...SlSO
v oovv
« Fra...F1Fo
ur DT
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Desbordamiento en operaciones enteras

* A veces, a un circuito diseiiado para realizar calculos
en alguna notacion entera se le pide computar una
operacion cuyo resultado no es representable.

* Cuando eso ocurre se dice que se produce un
desbordamiento.

* Ejemplo: Supongamos que un sumador/restador de 4
bits como el mostrado anteriormente se pone
x=1111, y=0001, s/r=0 vy Cin/Bin=0. ;Se produciria
desbordamiento?
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Desbordamiento en operaciones enteras

* A veces, a un circuito diseiiado para realizar calculos
en alguna notacidon entera se le pide computar una
operacion cuyo resultado no es representable.

* Cuando eso ocurre se dice que se produce un
desbordamiento.

* Ejemplo: Supongamos que un sumador/restador de 4
bits como el mostrado anteriormente se pone

x=1111, y=0001, s/r=0 vy Cin/Bin=0. ;Se produciria
desbordamiento?

* La pregunta esta incompleta porque ese dispositivo
sirve para hacer operaciones en dos notaciones, y no
se menciona cual de ellas se esta usando:

— Si es sin signo (base 2), si hay desbordamiento
— Si es con signo (Ca2), no hay desbordamiento

ur DT
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Salidas de estado

* En un circuito aritmético, las salidas empleadas para
representar los valores que se pretenden calcular se
denominan salidas de datos.

* El resto de salidas proporciona algun tipo de informacion
sobre esos valores y se denominan salidas de estado o,
si son de un sélo bit, salidas de condicion o flags. Las
tipicas de un sumador/restador entero se denominan C, V,

S,NyZ.
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Salida de estado C

* Vale 1 siy sélo si hay desbordamiento usando notacion
sin signo.

* En nuestro sumador/restador de n bits es |la salida
Cout/Bout ya que:

— En una suma es imposible que el resultado sea menor
gue 0, por tanto habra desbordamiento si y sdélo si es
mayor que 2"-1, es decir, si y sélo si Cout=1.

— En una resta es imposible que el resultado sea mayor
que 2"-1, por tanto habra desbordamiento si y sélo si es
menor que 0, es decir, si y s6lo si Bout=1.

N\
(y011(0) C; 1)011(0
1001 A , 1001 A

0011 B 1011 B A+B=10100

« OKI\ 110 A+B
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Salida de estado V

* Del inglés oVerflow

* Vale 1 siy sélo si hay desbordamiento usando notacion
con signo.

* Por ejemplo, supongamos que anadimos esta salida a un
sumador/restador de 4 bits como el del ejemplo y lo
usamos para realizar las siguientes sumas:

1001 = -7 1100 = -4 0101 =+5

+ 0101 = +5 +__ 0100=+4 + 0100 = +4

1110 = -2 10000=0 01001 =-7

1100 = -4 0011 =+3 1001 = -7

+ 1111 =-1 + 0100=+4 +_1010=-6
11011 =-5 0111 = +7 10011 =+3

V=0 (no hay desbordamiento) V=1 (hay desbordamiento)
e DT
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Salida de estado S

* Del inglés Sign. No debe confundirse con la salida de
datos homodénima del sumador

* Vale 1 si y sélo si el resultado es menor que cero usando
notacion complemento a 2.

* Proporciona informacion valida incluso cuando hay
desbordamiento.

 Si anadimos esta senal a nuestro sumador/restador, al
usar notacion complemento a 2 el resultado correcto sera

siempre {S,F} a2

1001 =-7 1100 = -4 0101 =+5
+ 0101 = +5 +__ 0100=+4 + 0100 = +4
1110 = -2 10000=0 01001 =-7
1100=-4 0011 =+3 1001 = -7
+ 1111 =-1 + 0100=+4 +_1010 = -6
11011 =-5 0111 = +7 10011 =+3
u@ __ V=0 (no hay desbordamiento) V=1 (hay desbordamiento)
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Salida de estado N

* Del inglés Negative

* Es igual al bit mas significativo de la salida de datos.

* Ny S pueden ser distintos, porque puede haber
desbordamiento.

1001 =-7 1100=-4 0101 =+5

+ 0101 =+5 + 0100 =+4 + 0100 = +4
1110 =-2 10000=0 01001 =-7
N=S=1 N=S=0 N=1, S=0
1100=-4 0011 =+3 1001 =-7
1111 =-1 + 0100=+4 + 1010 =-6

11011 =-5 0111 =+7 10011 =+3
N=S=1 N=S=0 N=0, S=1

V=0 (no hay desbordamiento) V=1 (hay desbordamiento)
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Salida de estado Z

* Del inglés Zero

* Vale 1 si y sélo si todos los bits de la salida de datos valen
0.

* Sianadimos esta salida a un sumador/restador de n bits
como el del ejemplo, independientemente de si se usa
notacion con signo nos dara la siguiente informacion:

— Si Z=1 el valor del resultado mod 2" es igual a cero.

— Si Z=0 el valor del resultado mod 2" es distinto de cero.
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Salidas de estado

 ;Como anadimos las salidas C, V, S, Ny Z en el
sumador/restador de n bits como el del ejemplo?

* (C es Cout/Bout.
* N esFni.

 Zes el NOR de los bits de F.

An-1...A180 bn1...b1be

Cout/Bout* 1 |Cyie Sumador nbits . tC B,

S”'l' : .SlSo
v vy

uig\ DT Frni...F1Fo
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Salidas de estado

* Para implementar V y S consideremos |lo siguiente:

— Con n bits, los numeros representables en Ca2 son los
enteros en el intervalo [-2™1,2"! - 1]

— El resultado mas bajo seria (-2"1)+(-2n1)=-2n
— El resultado mas alto seria (2™! - 1)-(-2n1)=2nr -1

— Con n+1 bits, los numeros representables en Ca2 son
los enteros en el intervalo [-2n,2" - 1]

— Por tanto, el resultado del sumador/restador de n bits
puede siempre representarse en Ca2 con n+1 bits.

— La representacion correcta del resultado en Ca2 con
n+1 bits podemos obtenerla alimentando un
sumador/restador de n+1 bits con la extensidn de signo

de los operandos.
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Salidas de estado

Por tanto V y S podrian generarse con este circuito:
Xn-1...X1Xo Yn-1...Y1Yo

XnXn-1...X1Xo ynyn-l . -ylyo

Sumador/restador -
n+1 bits S/1 S/1
Cin/Bin Cin/Bin

: jinQtil! necesitamos :
=1 . .
S : el Cout de la etapa
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Salidas de estado

El sumador/restador de n+1 bits podria hacerse asi:

Xn-1..-X1Xs Uﬁ,l L 1L s/r
Y

dndn-1...d1do bnbn—l---blbo

Cout/Bout ¢ B9 |Coyr) Sumador n+1 bits Cin ﬂﬁcin/Bin
( S5:Sn1...51S.
 jinatil! | vy v
............... - F.F,.1...F.F,
o
v
4
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Optimizando:

DT

Salidas de estado

s/r
[T

anan-l...alao bnbn-l...blbo

Sumador n+1 bits Cinle &

3

Cin/Bin

SnSn_l. . .SlSO

vy o vy

FnFn-l. . .FlFo

Yy

f; =1
v
V
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Salidas de estado

Continuemos la optimizacidon. El sumador de n+1 bits podria
hacerse con un sumador de n-1 bits en serie con dos
sumadores completos de un bit:

S/r

dn-2...d1do bn-z...blbo

Sn-2. ..SlSO
v v

......................... Fn-2- --FlFo

i necesitamos :

 jinatil! J\T% { estepara :
............... E generar C i

q@ F.A. Cim& Cout FA Cinfﬁ Sumador n-1 bits Ci”'ﬁcin/Bin
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Salidas de estado
° Fn-1=an-1@bn-1@cn-1

* Fn=an@bn@Cn=an-1@bn-1@Cn
i V= Fn@ Fn-1=Cn®Cn-1
¢ S=Fn=Fn@o=Fn@Fn-l@Fn-1=V@Fn-1=V@N

an-2...a1ao bn-2...b1bo

Sumador n-1 bits e~
Cm' #Cin/Bin

Sn-2...SlSo

; I

Fn Fn-l ........................ . Fn-2--.F1Fo
.............. : necesitamos :
Pinatil! J\' i estepara i
................ E generar C é
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Salidas de estado

Por tanto podemos prescindir de uno de los sumadores
completos. La implementacién del sumador/restador de n
bits con las salidas de estado mencionadas podria ser asi:
s/r

an-2. . .alao

Sumador n-1 bits Cin ﬁc /B

Sh2...515:
v vy

Fn-2- . -FlFo

r v

>1 |

Z
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® Descripcion LDH de un sumador/restador de n bits

TN [ Sumador/Restador // /11111
module sumsubl (
input signed [WIDTH-1:0] a, // primer operando
input signed [WIDTH-1:0] b, // segundo operando
input op, // operacién (0-suma, 1-resta)
output signed [WIDTH-1:0] f, // salida
output ov // desbordamiento
);
parameter WIDTH = 8;
reg f, ov;
/* fy ov se declaran como variables (tipo 'reg') porque van a usarse en un procedimiento 'always' */
always @*
begin :sub
/* Definimos una variable local al bloque para realizar la suma con un bit adicional
* La definicién de varialbles locales es posible sélo si se nombra el bloque ('sub') en * este caso */
reg signed [WIDTH:O0] s;
/* Aqui, la construccion 'if' hubiera sido igual de efectiva que el 'case' pero, en general, cuando la decisién
* depende de una sola variable (en este caso 'op') 'case' resulta mas claro, especialmente cuando el
* nUmero de posibles valores de la variable es elevado */

case (op
0:
s=a+ b;
default:
s=a-b;
endcase

// Salida de desbordamiento
/*'s' contiene el valor correcto de la operacion. La extensidn del signo se realiza automaticamente ya que
* |os tipos son ‘signed’. El desbordamiento se obtiene: */

if (S[WIDTH] != s[WIDTH-1])

ov =1;
else
ov = 0;
// Salida
f = s[WIDTH-1:01];
end

endmodule // sumsubl



Unidad aritmético-légica (ALU)

*Es un circuito que realiza operaciones aritméticas y
l6gicas. Normalmente usa dos operandos de entrada.
*Tiene senales de control de entrada que permiten
seleccionar la operacion a realizar.
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Unidad aritmético-légica (ALU)

* Representacion esquematica de una ALU

fn

A - a.n_l ...ao

G/Bi,
seleccion de
operacion ALU
F=f
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Unidad aritmético-légica (ALU)

* Ejemplo de funciones de una posible ALU con tres
sefales de seleccidon de operacion:

Funcion

Fo = Az + B mod 2"

Fo = Az - B mod 2"

Fo = Az + B + Cin/Binz mod 2"

Fo = Az - Bz - Cin/Binz mod 2"

F= A AND B
F= AOR B
F= NOT A
F= AXORB
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Unidad aritmético-légica (ALU)

* Ejemplo de implementacion de la ALU del ejemplo:
Se divide el disefo en una unidad aritmética (AU) y una
unidad logica (LU).

A B Cin/B,,
A B A B Gi/B,
S| S
LU AU Sl
F S estado F °
estado
S,
*— SO
1 0
S S,

F
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Unidad aritmético-légica (ALU)

* Ejemplo de implementacién de la unidad aritmética:

S, S, S, Funcién ALU
O 00 Fo = Ao + B mod 2"
001 Fo = Az - Bz mod 2"
0160 Fo. = Ao + B + Cin/Bin; mod 2"
011 F. = A2 - Bo - Cin/Bin; mod 2"
! Ef
VA VA X y
V|V —
s/rl«—So
N« |N Sumador/restador « S
S<|S Cin/Binf«| & FCl /B
CFCout/Bout II " "
] F
ur DT
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Unidad aritmético-légica (ALU)

* Ejemplo de implementacion de la unidad légica:

S, S, S, Funcidén ALU

100 F=AANDB

101 F=AOR B

110 F =NOTA

111 F=AXORB

ai—

b, | &

b >1 —0

1 1

— K

2

a. N [

i—| 1 3 10

b =1

l $1S¢
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Apéndices
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Sumadores con signo: Sumador en Ca2

* Sea un sumador de magnitud de n bits con entradas a, b,
Cin y salidas S, Cout, si aca2+bca2+Cin;; es representable
en complemento a 2 con n bits entonces
Scaz=a(caz+b(caz+Cing.

* Demostracion: La hipdtesis dice que hay una cadena S’
de n bits tal que S’ ca2=a(ca2+bca2+Cine. Hay que
demostrar que S’=S. Por definicién tenemos

S’2=S"(ca2 mod 2"=(a(ca2+b(caz+Cine) mod 2"=
=[(a(ca2 mod 2")+(bca2 mod 2")+Cini;] mod 2"=(ap+b+Cinz) mod 2"=S,,
S’>=S Implica que S’=S§, pues tienen la misma longitud.

 Conclusion: un sumador en Ca2 es funcionalmente
idéntico a un sumador de magnitud.

"
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Restador en Ca2

* Sea un restador de magnitud de n bits con entradas a
(minuendo), b (sustranedo), Bin y salidas R, Bout, si
dca2-b(ca2-Bin; es representable en complemento a 2
con n bits entonces R(ca2=a(ca2-bicaz-Bin.

* Demostracion: La hipétesis dice que hay una cadena
R’ de n bits tal que R’(caz=aca2-b(ca2-Bini;. Hay que
demostrar que R’=R. Por definicion tenemos

R (2—R (Ca2 mod 2"= (a(Caz-b(Caz-Blr)(z) mod 2"=
=[(a(caz mod 2")-(bca2 mod 2")-Bin] mod 2"=(ape-be-Biniz) mod 2"=R
R’>=R implica que R’=R, pues tienen la misma longitud.

* Conclusion: un restador en Ca2 es funcionalmente
idéntico a un restador de magnitud.

A
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Implementacién de un restador de n bits

* Un restador de magnitud/Ca2 de n bits con senales
de entrada x, y, Bin (minuendo, sustraendo, entrada
de prestamo) y senales de salida R, Bout (resta,
salida de prestamo) puede implementarse asi:

Xn1e0.X1Xo  Yn-1e..Y1Yo

HIBE

an-l...alao bn-l...blbo

Boute <« |Cout Sumador n bits  C; ¢ <J« Bi,

Sn-l. . .SlSo
I
Rn-l. . RlRo
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Implementacién de un restador de n bits

* Antes de demostrar que funciona, véase el pequeno
lema L mod 2"+1=0, siendo L=(1+Cout,-Couty,) 2"

* Sabemos que
= {Cout,S}np=ap+bp+Cinp=Xp+Yya+Bin:
= Bout=Cout
s R=S

* Hay que demostrar

a {Bout,R}(2=(x(2-y(2-Bin(2) mod 2"*1

ur DT
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Implementacién de un restador de n bits

* Demostracion:

{Bout,R},-,={Bout,R}-,mod 2"t ={Cout,S}.mod 2"*1=
(Coutn2"+Sz)mod 2n+i=

(2n+m(22n-COUt(22n+COUt(22n+S(2-2”)mod 2n+1l=
[(1+m(2-COUt(2)2”+{Cout’S}(z_zn]mod 2n+1—
(L+{Cout,S}>-2")mod 2"*1 =

[(L mod 2"*1+({Cout,S}-2")mod 2"*1]mod 2! =
[({Cout,S}>-2")mod 2"+ Imod 2"+! =
({Cout,S}-2"Ymod 2" 1=(Xp+Yy+Bine-2")mod 2"+1=
(Xe+2"-1-yo+21-1-Binez-2")mod 2"ti=
(X(Z'}/(z-Bin(z)mOd 2n+1

ur DT
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