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Prólogo

Al escribir este libro no tenı́amos muy claro qué tı́tulo le ı́bamos a po-
ner. Como habrá comprobado el avispado lector al final nos decidimos por
el nada original de “Estructura y Tecnologı́a de Computadores”. También se
podrı́a haber titulado “Fundamentos de Computadores” o cualquier otro tı́tu-
lo parecido. Los tres autores del libro somos profesores en la Escuela Técnica
Superior de Ingenierı́a Informática de la Universidad de Sevilla e impartimos
una asignatura en primer curso de Ingenierı́a Técnica en Informática de Ges-
tión sobre Electrónica Digital, ¿cómo se llama esa asignatura? Está claro que
igual que nuestro libro. También pensamos si le añadı́amos al tı́tulo un “1”
al final, como “volumen 1”, para indicar que en este libro desarrollamos sólo
la parte más básica de esta materia. Desistimos de ello porque detrás del “1”
debe venir el “2” y por ahora no tenemos intenciones de escribir nada más.

¿De qué trata esta asignatura? Del diseño de circuitos electrónicos digi-
tales. No, por favor, no deje de leer, aguante un poco más. Hoy en dı́a ya
sabrá que vivimos inmersos en la llamada era digital, todo a nuestro alrede-
dor es “digital”, tanto es ası́ que serı́a mucho más fácil decir qué no es digital.
Piense, por ejemplo, en el teléfono, el microondas, la lavadora, la fotografı́a,
el coche, los aviones, los satélites, la medicina, la música... ¿sigo? Creo que no
hace falta. En todos ellos hay inmerso, en mayor o menor medida, un circuito
digital, “algo” capaz de realizar infinidad de pequeñas tareas en un periodo
de tiempo muy breve, que dan como resultado que hablemos a distancia, que
se caliente el café, que centrifugue la lavadora, o que nos hagan un TAC. ¿No
le parece maravilloso? ¿No le gustarı́a saber cómo se consigue eso? En este
libro empezaremos a andar por ese mágico camino.
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4 Prólogo

¿Hay que saber mucho para empezar a andar en esta materia? Nada. Sı́, ha
leı́do bien, para empezar no se necesitan conocimientos previos. Bueno, para
ser sinceros, sólo hace falta saber distinguir un “1” de un “0”. ¿Ha superado la
prueba inicial de conocimientos? Pues bienvenido al mundo digital, le asegu-
ro que no se arrepentirá. ¿Qué vamos a ver en este libro? Muchas cosas. Para
empezar, en el capı́tulo 1, veremos cómo es la información digital que mane-
jan estos circuitos, cómo es posible representar todo con sólo dos conceptos:
blanco-negro, encendido-apagado, arriba-abajo, uno-cero. Después, ya en el
capı́tulo 2, nos dedicaremos a estudiar las leyes que rigen el comportamiento
de esa información digital. ¿Sabı́a que 1 + 1 = 1? No se desanime.

En los capı́tulos siguientes, capı́tulos 3 y 4, veremos algunos circuitos muy
básicos que son la base de todos los demás circuitos digitales, se les da el
original nombre de “puertas”. Mostraremos sus propiedades ası́ como sus ca-
racterı́sticas más importantes. También estudiaremos un tipo especial de cir-
cuitos digitales, los llamamos “circuitos combinacionales”, son aquéllos en los
que entre cualquier punto del circuito y la salida de éste sólo hay un único ca-
mino posible. Aprenderemos a averiguar qué hace concretamente un circuito
que nos den ya diseñado, en lo que llamamos análisis de circuitos, o a diseñar
nosotros mismos un circuito de ese tipo que nos permita, por ejemplo, evitar
una catástrofe en un avión por mal funcionamiento de la electrónica con un
circuito “votador”, en lo que denominamos sı́ntesis de circuitos. El capı́tulo
5, también dedicado a los circuitos combinacionales, nos mostrará un tipo es-
pecial de estos circuitos, son aquéllos que son capaces de llevar a cabo tareas
aritméticas y lógicas, lo cual nos va a permitir hacer virguerı́as con la informa-
ción digital que manejamos.

El libro acaba con los capı́tulos 6 y 7 dedicados a otro tipo de circuitos di-
gitales, son los llamados “circuitos secuenciales”. En estos circuitos se permite
volver atrás y por eso entre un punto cualquiera del circuito y su salida pue-
den existir caminos diferentes, aunque lo más sorprendente de estos circuitos
es que tienen memoria, son capaces de recordar el pasado, lo cual nos va a per-
mitir almacenar información digital. Al igual que antes estudiaremos también
su componente más básico, al que llamamos “biestable” ası́ como el análisis y
la sı́ntesis de esos circuitos.

Con todo esto, estamos hablando de un cuatrimestre, estaremos en con-
diciones de seguir adelante y en otras asignaturas ser capaces de tareas más
complicadas como diseñar sistemas digitales complejos o incluso un compu-
tador simple, pero todo eso requiere de otro libro, ¿se acuerda del volumen 2



Prólogo 5

que por ahora no escribiremos?

Antes de acabar este prólogo quisiéramos todavı́a hacer un par de cosas.
La primera es que un libro de estas caracterı́sticas tiene mucho trabajo detrás,
estamos hablando de años y a pesar de haber sido repasado muchas veces es-
tamos seguros de que contendrá errores, erratas y fallos de todo tipo. Por ello
le pedimos que si encuentra algo de eso en nuestro libro o simplemente quiere
hacer cualquier sugerencia para mejorarlo en ediciones posteriores, mándenos
un mail con sus comentarios a cualquiera de los tres autores:

almolina@us.es
sdiaz@us.es
ignacio@us.es

Se lo agradecemos sinceramente.

La segunda cosa que no queremos dejar atrás antes de terminar es la de
reconocer la ayuda recibida. Queremos dar las gracias a todos nuestros com-
pañeros que en diferentes titulaciones imparten esta misma asignatura y que
a lo largo de los años nos han permitido mejorar nuestros conocimientos so-
bre esta materia en multitud de comentarios, charlas y cafés, nos referimos
a Carmen Baena, Manolo Bellido, David Guerrero, Isabel Gómez, Jorge Juan,
Alejandro Millán, Pilar Parra, Paco Pérez, Ma Carmen Romero, Paulino Ruiz,
Gemma Sánchez y muy especialmente al maestro: Manolo Valencia, quien
en todo momento ha tenido tiempo para resolver dudas, aclarar conceptos
y hacer múltiples sugerencias. Finalmente no queremos acabar sin agradecer
a nuestros alumnos de tantos años que, con sus comentarios y preguntas en
clase, nos han enseñado mucho más de lo que ellos creen.

Sevilla, Septiembre 2004

Alberto Molina
Sergio Dı́az

José I. Escudero

mailto:almolina@us.es
mailto:sdiaz@us.es
mailto:ignacio@us.es
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1.2.1.3. Código 2-de-5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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2.6.2. Representación simbólica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

2.7. Primitivas lógicas: conjuntos completos . . . . . . . . . . . . . . 108

3. Análisis y Diseño de Circuitos Combinacionales 113

3.1. Puertas y Familias Lógicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

3.1.1. Puertas Lógicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

3.1.2. Familias Lógicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115
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Capı́tulo 1

Representación numérica

1.1. Representación posicional de magnitudes

La representación de magnitudes usa los sı́mbolos numéricos habituales
(dı́gitos del 0 al 9), situados en distintas posiciones, si las magnitudes que re-
presentan son mayores o iguales a diez. Esto hace que un mismo dı́gito tenga
un valor diferente dependiendo de la posición relativa que éste ocupe en la
representación de una magnitud. Por ejemplo, la magnitud representada por
el sı́mbolo 3234, expresa una cantidad igual a TRES mil, más DOS cientos, mas
TRES decenas mas CUATRO unidades. En este ejemplo, al dı́gito TRES se le
ha asociado una magnitud diferente (tres mil o treinta) según la posición re-
lativa que ocupa en el sı́mbolo 3234. Los dı́gitos que se sitúan a la izquierda
representan magnitudes más significativas, o de mayor peso, que los situa-
dos a la derecha o menos significativos. En el sı́mbolo 3234, y comenzando
de izquierda a derecha, el peso asociado al dı́gito 3 es de mil unidades, al 2,
de cien unidades, al otro 3, de diez unidades, y al 4, de una unidad. La mag-
nitud representada por el sı́mbolo 3234 puede reescribirse según la siguiente
expresión:

3234 = 3⇥ 1000 + 2⇥ 100 + 3⇥ 10 + 4⇥ 1 (1.1)

Los diez dı́gitos usados, desde el 0 al 9, representan, por sı́ solos, diez
magnitudes diferentes. Cualquier magnitud mayor debe usar una combina-

17



18 1.1. Representación posicional de magnitudes

ción posicional de los anteriores, en la que, a cada dı́gito que se añade por la
izquierda se le asigna un peso de valor igual a una potencia de diez. El expo-
nente, n, de dicha potencia, depende de la posición relativa de los números y
cuya referencia la establece el dı́gito de la derecha, que ocupa la posición 0; el
siguiente situado a su izquierda, la 1, y ası́ sucesivamente. Conocida, pues, la
posición, n, de un dı́gito, su peso se determina mediante la potencia de 10n.
El dı́gito con menor peso asociado se denomina el dı́gito menos significativo.
Por el contrario, el dı́gito con mayor peso asociado es el dı́gito más significa-
tivo .

Figura 1.1. Indexación posicional para un número de 8 dı́gitos y ejemplo con 4 dı́gitos

Usando la notación exponencial para los pesos, se puede reescribir la ex-
presión 1.1 de la forma dada por la expresión 1.2.

3234 = 3⇥ 103 + 2⇥ 102 + 3⇥ 101 + 4⇥ 100 (1.2)

Definición: Al vector de dimensión k, formado por los pesos de los k dı́gitos de un
número, se denomina peso asociado de un número.

El peso asociado al número 3234 es el vector (1000 ,100 ,10, 1). Para el
número 123, su peso asociado es (100, 10, 1), y para el 23999, el (10000, 1000,
100, 10, 1).

La base de representación numérica, B, utilizada hasta este momento, es
la base diez o base decimal (B = 10). El valor de B muestra la cantidad de
dı́gitos diferentes que pueden combinarse para representar magnitudes. Para
el caso decimal, como es obvio, son diez: desde el dı́gito cero hasta el dı́gito
nueve. Con el concepto de base B se puede reescribir el número decimal 3234
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de la forma dada por la expresión 1.3.

3234 = 3⇥B3 + 2⇥B2 + 3⇥B1 + 4⇥B0 donde B = 10 (1.3)

Cada uno de los diez dı́gitos de la base decimal representan, por sı́ solos,
una cantidad que varı́a desde cero unidades hasta nueve unidades. De forma
general, en cualquier base de numeración B, existirán B dı́gitos diferentes que
representarán, cada uno de ellos, magnitudes que vararán desde 0 unidades
hasta B � 1 unidades.

Sea ai un dı́gito que representa una magnitud comprendida entre 0 y B�1,
(expresado como ai 2 [0, .., B � 1] ), entonces ai es un dı́gito en base B. El
conjunto de los dı́gitos ai que representan a las magnitudes comprendidas
entre [0,..,B-1] constituyen una base de numeración. El sı́mbolo formado por
la unión de dı́gitos ai, representa la magnitud del número, donde el subı́ndice
i del dı́gito representa la posición que ocupa éste en el sı́mbolo.

Cualquier magnitud, N , puede ser representada en una base genérica B y
se expresa como, NB , con n dı́gitos, ai, de la forma dada por la relación 1.4.

NB = an�1⇥Bn�1+an�2⇥Bn�2+ . . .+a1⇥B1+a0⇥B0 =
n�1X

i=0

ai⇥Bi (1.4)

Una magnitud puede tener múltiples representaciones dependiendo de la
base de numeración que se emplee. Por ejemplo, la magnitud 76 unidades, en
base octal, viene representada por el número 1148, ya que 1148 = 1 ⇥ 82 +
1 ⇥ 81 + 4 ⇥ 80 = 76 unidades; en base B=4, por el número 10304, porque
10304 = 1⇥ 43 + 0⇥ 42 + 3⇥ 41 + 0⇥ 40 = 76 unidades, etc.

De forma equivalente un numero cualquiera puede representar magnitu-
des diferentes si la base de numeración cambia. A continuación se muestran
las magnitudes asociadas al número 1101 dependiendo de la base de numera-
ción utilizada.

Ejemplos.
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11012 = 1⇥ 23 + 1⇥ 22 + 0⇥ 21 + 1⇥ 20 = 13 unidades

11014 = 1⇥ 43 + 1⇥ 42 + 0⇥ 41 + 1⇥ 40 = 81 unidades

11018 = 1⇥ 83 + 1⇥ 82 + 0⇥ 81 + 1⇥ 80 = 577 unidades

110116 = 1⇥ 163 + 1⇥ 162 + 0⇥ 161 + 1⇥ 160 = 4353 unidades

Existen infinitas bases de numeración, tantas como posibles valores de B.
Sólo unas pocas son de nuestro interés: la base binaria, en la que B = 2, la
base octal, B = 8, la base decimal, B = 10 y la base hexadecimal, B = 16. Esta
última, requiere del uso de sı́mbolos o dı́gitos adicionales para representar las
magnitudes comprendidas entre diez y quince. La tabla 1.1 ilustra los dı́gitos
usados para estas bases de numeración.
Tabla 1.1: Dı́gitos usados en algunas de las bases de numeración más representativas

Los dı́gitos de la base binaria, también llamados bits, son dos, el 0 y el 1.
Los dieciseis dı́gitos de la base hexadecimal utilizan los diez dı́gitos conoci-
dos para representar magnitudes menores a diez y las seis primeras letras del
abecedario para las comprendidas entre diez y quince.

Ejemplos.
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8E16 = 8⇥ 161 + E ⇥ 160 = 8⇥ 161 + 14⇥ 160 = 14210

1BC16 = 1⇥162+B⇥161+B⇥160 = 1⇥162+11⇥161+12⇥160 = 44410

$1A0F = 1⇥ 163 + A⇥ 162 + 0⇥ 161 + F ⇥ 160 == 1⇥ 163 + 10⇥ 162 +
0⇥ 161 + 15⇥ 160 = 667110

Nótese que, la notación decimal, es la utilizada como referencia para la
representación simbólica de magnitudes. La lectura de cualquier número, ex-
presado en una notación diferente a la decimal, requiere de una traducción, o
conversión, que permita la identificación de la magnitud indicada por dicho
número.

1.1.1. Transformaciones entre sistemas de representación:
cambios de base

En este apartado se presentan algunas técnicas que permiten la realización
del cambio de base. Esto es, a partir de una magnitud N dada, simboliza-
da mediante un número en una base de numeración P , se desea obtener el
número que, con una base de numeración Q diferente a P , representa la mis-
ma magnitud que el primero.

Se empezará con la transformación entre la base decimal y binaria, por la
importancia de ambas.

1.1.1.1. Cambio de base decimal a base binaria

Dado un número N, en base decimal, se desea encontrar el equivalente en
base binaria. Para ello se debe seguir el procedimiento que se muestra en el
siguiente cuadro y que se ilustra en la figura 1.2 para el número decimal 23.
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1. Sea el entero i = 0

2. Se divide el número N entre 2.

3. La división del punto 2 genera un resto que llamaremos ai y un
cociente Ci

4. Si el cociente Ci es distinto de cero, se hace N = Ci , se incre-
menta i y se repite desde el punto 2.

5. Si el cociente Ci es igual a cero, el proceso finaliza. El número
en base 2 esta formado por el conjunto de los bits ai donde el
subı́ndice i indica la posición que ocupa cada bit en el número
binario, esto es, el primer resto que se obtuvo (para i=0, a0) es el
bit menos significativo y, el último, el más significativo.

Figura 1.2. Ejemplo de cambio de base decimal a binaria

Obsérvese que al dividir cualquier número entre 2, el resto sólo puede ser
0 o 1, en definitiva, los dı́gitos en base dos.

1.1.1.2. Cambio de base binario a decimal

Se obtiene resolviendo o aplicando la expresión 1.5

N10 =
n�1X

i=0

ai ⇥ 2i (1.5)

donde ai son los dı́gitos o bits del número binario.

La suma extendida a todos los términos resultantes de la multiplicación de
cada bit del número por su peso equivalente, enseña la magnitud del número
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que, directamente, puede representarse en la base de decimal (base de refe-
rencia).

Ejemplos.

10012 = 1⇥ 23 + 0⇥ 22 + 0⇥ 21 + 1⇥ 20 = 910

111012 = 1⇥ 24 + 1⇥ 23 + 1⇥ 22 + 0⇥ 21 + 1⇥ 20 = 2910

1.1.1.3. Cambio de base decimal a base p

Sigue el mismo algoritmo que para la base 2, con la salvedad de que las
divisiones se hacen entre el número p. Hay que tener especial cuidado si p
es mayor que diez, puesto que algunos restos deberán ser convertidos a su
correspondiente dı́gito en base p.

1. Sea el entero i = 0

2. Se divide el número N entre p.

3. La división del punto 2 genera un resto que llamaremos ai y un
cociente Ci

4. Si el cociente Ci es distinto de cero, se hace N = Ci , se incre-
menta i y se repite desde el punto 2.

5. Si el cociente Ci es igual a cero, el proceso finaliza. El número
en base p esta formado por el conjunto de los bits ai donde el
subı́ndice i indica la posición que ocupa cada bit en el número
binario, esto es, el primer resto que se obtuvo (para i=0, a0) es el
bit menos significativo y, el último, el más significativo.

Ejemplos.

Representa la magnitud 23 en base 3

• 23/3! a0 = 2, C0 = 7
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• 7/3! a1 = 1, C1 = 2
• 2/3! a2 = 2, C2 = 0

23 = 2123

Representa la magnitud 123 en base 12
Sean ↵ y � los dı́gitos que representan las magnitudes diez y once res-
pectivamente en base doce.

• 123/12! a0 = 3, C0 = 10 = ↵

• 10/12! a1 = 10 = ↵, C1 = 0

123 = ↵312

1.1.1.4. Cambio de base p a decimal

Se obtiene resolviendo o aplicando la expresión 1.6.

N10 =
n�1X

i=0

ai ⇥ pi (1.6)

donde los coeficientes ai representan los dı́gitos del número expresado en
base p; n, el número de dı́gitos que contiene dicho número y N el número
expresado en base 10.

1.1.1.5. Transformación de un número en base p a otra base q

Sea M un número expresado en base p, y N, su equivalente en base q.
Se desea obtener N a partir de M. El método general se esquematiza en el
siguiente cuadro.

1. Se transforma previamente M a base 10, usando las técnicas des-
critas en el apartado 1.1.1.4 Llamemos R al número resultante de
dicha transformación.

2. Se transforma R, expresado en base 10, a base q, usando las técni-
cas descritas en el apartado 1.1.1.3
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1.1.1.6. Casos especiales de cambio de base

Si la base de partida, p, del número cuyo cambio de base se desea, se rela-
ciona con la base, q, de representación final mediante algunas de las siguien-
tes expresiones p = qm o pm = q, donde m es un número entero mayor que
1, entonces se pueden aplicar técnicas de compresión o expansión de dı́gitos,
respectivamente.

Supóngase que se desea el cambio de base del número 111012, expresado
en base p=2 a su correspondiente en base q=4. Se ve que la relación pm = q
se cumple para m=2, lo que implica compresión. El cambio de base se reali-
za del siguiente modo: se forman grupos de m dı́gitos (en este caso m=2) de
derecha a izquierda, es decir, desde el dı́gito menos significativo hasta el más
significativo. El último grupo formado (el que contiene el dı́gito más significa-
tivo) puede contener un número de dı́gitos menor a m, por lo que se deberán
añadir ceros hasta completar los m dı́gitos. Cada grupo formado, constituye
un dı́gito de la representación final q.

Supóngase, ahora, que se desea el cambio de base del número 12304 (p=4=
hacia su correspondiente en base q=2. En este caso se cumple p = qm para
m=2 (expansión). Para la transformación se procede del siguiente modo: cada
dı́gito del número en base p se expande a un grupo de m dı́gitos de la base de
representación q. Cada grupo de m dı́gitos ocupa la misma posición relativa,
con respecto a los restantes grupos, que la del dı́gito en representación p del
que procede.

Cambio de base binaria a base octal
La base origen es p=2, y la destino q=8. Se cumple pm = q para n =
3. Esto implica compresión en grupos de 3 bits comenzando por el bit
menos significativo.
Ejemplos:

• 10011110112 = 001 001 111 0112 = 11738

• 111110100000002 = 011 111 010 000 0002 = 372008

Cambio de base binaria a base hexadecimal
La base origen es p = 2, y la destino q = 16. Se cumple pm = q para
m=4. Esto implica compresión en grupos de 4 bits comenzando por el
bit menos significativo.
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Ejemplos:

• 10011110112 = 0010 0111 10112 = $27B

• 111110100000002 = 0011 1110 1000 0000 0002 = $3E80

Cambio de base octal a binario

La base origen es p = 8, y la destino q = 2. Se cumple p = qm para m=3.
Esto implica expansión en grupos de 3 bits.

Ejemplos:

• 75128 = 111 101 001 0102 = 1111010010102

• 25068 = 010 101 000 1102 = $101010001102

Cambio de base hexadecimal a binario

La base origen es p = 16, y la destino q = 2. Se cumple p = qm para m=4.
Esto implica expansión en grupos de 4 bits.

Ejemplos:

• $F10A0 = 1111 0001 0000 1010 00002 = 111100010000101000002

• $2506 = 0010 0101 0000 01102 = 00100101000001102

1.1.2. Representación de magnitudes fraccionarias

Los dı́gitos pertenecientes a la parte fraccionaria de un número en base B,
tienen unos pesos asociados iguales a B�i, donde i representa la posición que
ocupa el “dı́gito fraccionario”. El dı́gito más significativo de la parte fraccio-
naria (el que está pegado a la coma) tiene asignado la posición i=1, el siguiente
dı́gito de la parte fraccionaria, situado a su derecha, la posición i=2, y ası́ suce-
sivamente. Para distinguir los dı́gitos de la parte fraccionaria de los de la parte
entera, usaremos la expresión a�i. Ası́, el dı́gito a�1 es el más significativo de
la parte fraccionaria y tiene un peso asociado igual a B�1, le sigue el dı́gito
a�2 con peso asociado B�2, etcétera.

Ejemplos.
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El número 23, 45610 = 2⇥ 101 + 3⇥ 100 + 4⇥ 10�1 + 5⇥ 10�2 + 6⇥ 10�3

. El dı́gito “4” ocupa la posición i=1 de la parte fraccionaria y su peso
asociado es 10�1 ;el dı́gito “5”, la posición 2 de la parte fraccionaria, y su
peso, 10�2 y ası́ sucesivamente.

El número 10, 1012= 1⇥ 21 + 0⇥ 20 + 1⇥ 2�1 + 0⇥ 2�2 + 1⇥ 2�3

Un número en base B con r bits en su parte entera y s bits en su parte
fraccionaria expresa una magnitud igual a la cantidad que resulta de aplicar
la expresión 1.7.

NB =
r�1X

i=0

ai ⇥Bi +
sX

i=1

a�i ⇥B�i (1.7)

1.1.2.1. Cambio de base de decimal a binario

Dado un número N en base 10 con parte entera y fraccionaria, se desea
encontrar el equivalente en base 2. Para ello se debe seguir el algoritmo que se
presenta a continuación.

1. Sea el entero i = 1

2. Sea, E, la parte entera de N y, F, su parte fraccionaria.

3. De N se retira la parte entera y se convierte a binario aplicando los
métodos del apartado 1.1.1.3

4. Se multiplica la parte fraccionaria F por 2.

5. El resultado del punto 4 genera un número con una parte entera,
que llamaremos a�i y una fraccionaria, C�i

6. Si C�i es distinto de cero, se hace F= C�i, se incrementa i y se
repite el punto 4.

7. Si el cociente C�i es igual a cero, el proceso finaliza. El núme-
ro en base 2 esta formado por el conjunto de los bits a�i, donde
el subı́ndice i indica la posición que ocupa cada bit en el núme-
ro binario, esto es, el bit a�1 es el más significativo de la parte
fraccionaria, le sigue el a�2 y, ası́ sucesivamente.
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Ejemplos.

4, 2310

La parte entera, E, es 1002

Para la parte fraccionaria, F:

0, 23⇥ 2 = 0, 46! a�1 = 0
0, 46⇥ 2 = 0, 92! a�2 = 0
0, 92⇥ 2 = 1, 84! a�3 = 1
0, 84⇥ 2 = 1, 68! a�4 = 1
0, 68⇥ 2 = 1, 36! a�5 = 1
. . . 4, 2310 = 100, 00111...2

18, 062510

La parte entera, E, es 100102

Para la parte fraccionaria, F:

0, 0625⇥ 2 = 0, 125! a�1 = 0
0, 125⇥ 2 = 0, 25! a�2 = 0
0, 25⇥ 2 = 0, 5! a�3 = 0
0, 5⇥ 2 = 1, 0! a�4 = 1

18, 062510 = 10010, 00012

1, 31010

La parte entera, E, es 12

Para la parte fraccionaria, F:

0, 31⇥ 2 = 0, 62! a�1 = 0
0, 62⇥ 2 = 1, 24! a�2 = 1
0, 24⇥ 2 = 0, 48! a�3 = 0
0, 48⇥ 2 = 0, 96! a�4 = 0
0, 96⇥ 2 = 1, 92! a�5 = 1
0, 92⇥ 2 = 1, 48! a�6 = 1
0, 48⇥ 2 = 0, 96! a�7 = 0
0, 96⇥ 2 = 1, 92! a�8 = 1
0, 92⇥ 2 = 1, 48! a�9 = 1 . . .

1, 3110 = 1, 010011
z}|{
011 2
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Nótese que, aunque un número tenga finitos dı́gitos fraccionarios en una
base, puede tener infinitos dı́gitos en otra base.

1.1.2.2. Cambio de base de binario a decimal

Se obtiene aplicando la expresión 1.8donde r representa los bits de la parte
entera, s, los de la parte fraccionaria y ai son los dı́gitos del número binario.

N10 =
r�1X

i=0

ai ⇥ 2i +
sX

i=1

a�i ⇥ 2�i (1.8)

Ejemplo.

101, 1012 = 1⇥ 22 + 0⇥ 21 + 1⇥ 20 + 1⇥ 2�1 + 0⇥ 2�2 + 1⇥ 2�3 = 5, 62510

1.1.2.3. Cambio de base de decimal a base B

Sigue el mismo algoritmo que para base 2 pero, en este caso, las multipli-
caciones se hacen por B. Especial cuidado debe tenerse si B es mayor que diez,
puesto que los resultados de algunas multiplicaciones deberán ser converti-
dos a sus correspondientes dı́gitos en base B. En el siguiente cuadro se resume
el algoritmo a seguir.
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1. Sea el entero i = 1

2. Sea E la parte entera de del número N a convertir y, F, su parte
fraccionaria.

3. De N se retira la parte entera y se convierte a base B aplicando los
métodos del apartado 1.1.1.3

4. Se multiplica la parte fraccionaria F por B.

5. El resultado del punto 4 genera un número con una parte entera,
que llamaremos a�i y una fraccionaria, C�i. El número a�i debe
estar un dı́gito válido de la base destino.

6. Si C�i es distinto de cero, se hace F=C�i , se incrementa i y se
repite el punto 4.

7. Si el cociente C�i es igual a cero, el proceso finaliza. El núme-
ro en base B esta formado por el conjunto de los bits a�i, donde
el subı́ndice i indica la posición que ocupa cada bit en el núme-
ro binario, esto es, el bit a�1 es el más significativo de la parte
fraccionaria, le sigue el a�2 y, ası́ sucesivamente.

Ejemplos.

4, 2310 a base 3

La parte entera, E, es 113

Para la parte fraccionaria, F:

0, 23⇥ 3 = 0, 69! a�1 = 0
0, 69⇥ 3 = 2, 07! a�2 = 2
0, 07⇥ 3 = 0, 21! a�3 = 0
0, 21⇥ 3 = 0, 63! a�4 = 0
0, 63⇥ 3 = 1, 89! a�5 = 1
. . . 4, 2310 = 11, 02001...3

4, 2310 a base 12. Use ↵ y � como los dı́gitos que representan la magnitud
diez y once en esta base.

La parte entera, E, es 412

Para la parte fraccionaria, F:

0, 23⇥ 12 = 2, 76! a�1 = 2
0, 76⇥ 12 = 9, 12! a�2 = 9
0, 12⇥ 12 = 1, 44! a�3 = 1
0, 44⇥ 12 = 5, 28! a�4 = 5
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0, 28⇥ 12 = 3, 36! a�5 = 3
. . . 4, 2310 = 4, 29153...12

1.1.2.4. Cambio de base B a decimal

Se obtiene aplicando la expresión 1.7

Ejemplos.

123, 35 = 1⇥ 52 + 2⇥ 51 + 3⇥ 50 + 3⇥ 5�1 = 38, 610

19, 3612 = 1⇥ 121 + 5⇥ 120 + 3⇥ 12�1 + 6⇥ 12�2 = 17, 291610

1.1.2.5. Casos especiales de cambio de base

Aquı́ se incluyen aquellos en los que las bases destino y fuente de con-
versión de base están relacionadas de forma que, una, es igual a la potencia
entera de la otra. Esto permite realizar rápidamente cambios de base median-
te las técnicas de compresión y expansión estudiadas anteriormente. Para los
números que poseen parte fraccionaria el método no es diferente.

Para una expansión, todos los dı́gitos del número original se convierten
en los correspondientes de la base final. Se respeta la posición de la coma del
número fraccionario.

Para la compresión se debe formar grupos de dı́gitos. Los de la parte entera
se forman desde la coma hacı́a las posiciones hacia la izquierda del número
(las más significativas), y los grupos de la parte fraccionaria, desde la coma
hacia la derecha.
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Ejemplos.

75, 128 = 111 101, 001 0102 = 111101, 001012

250, 68 = 010 101 000, 1102 = 10101000, 112

FA, 0C16 = 1111 1010, 0000 11002 = 11111010, 0000112

2, A9816 = 0010, 1010 1001 10002 = 10, 1010100112

$E7, 0C = 32 13, 00 304 = 3214, 0034

10, 1001111102 = 0010, 1001 11112 = 2, 9F16

10, 1001111102 = 010, 100 111 1102 = 2, 4768

1.2. Códigos binarios

Un código es una colección de sı́mbolos y reglas que permite formular
e identificar cierta información. Cuando dicha colección simbólica está for-
mada por agrupaciones de bits, el código se denomina binario. En la tabla
1.2 se muestra un código binario para la identificación de los diez números
decimales y para el que se ha usado la conversión natural decimal-binario
presentada en los apartados anteriores.

No obstante, se podrı́an codificar los números decimales de muchas otras
formas distintas. En la tabla 1.3 se muestra otro ejemplo de codificación en
la que se percibe que el código usado no es un código pesado. El lector debe
entender, simplemente, que ciertas combinaciones de unos y ceros identifican
elementos (en este caso dı́gitos decimales).

Existe infinitas representaciones o códigos de un mismo conjunto de ele-
mentos. De hecho, si a cada elemento del conjunto se le asigna una hilera
arbitraria de unos y ceros de modo que, de forma unı́voca, cada hilera identi-
fique un único elemento del conjunto, se habrá conseguido generar un código
binario. Existen múltiples codificaciones dependiendo del número de bits que
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Tabla 1.2: Código binario para representar los diez dı́gitos decimales

Número decimal Código binario
0 0000
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001

Tabla 1.3: Código binario para representar los diez dı́gitos decimales

Número decimal Código binario
0 0110000
1 0110001
2 0110010
3 0110011
4 0110100
5 0110101
6 0110110
7 0110111
8 0111000
9 0111001

contenga cada hilera y la asignación que se realice de unos y ceros a cada ele-
mento. No obstante, la arbitrariedad para la generación de códigos binarios
no es una realidad. En primer lugar, los elementos de mayor interés de codifi-
cación son los dı́gitos y las letras, los cuales disponen de cierto “orden” (mag-
nitud en el caso de los primeros, y alfabético en el caso de los segundos) que
los códigos binarios pueden reproducir de alguna forma. En segundo lugar, el
número de bits que se utilice para generar un código binario va a depender,
en muchas casos, del entorno para el que se ha desarrollado dicho código. Ası́,
se pueden encontrar códigos binarios para los números decimales de 4 bits, 5
bits, 7 bits, etc, dependiendo de la máquina en la que se utilicen. En cualquier
caso, es interesante conocer el mı́nimo número de bits necesarios para poder
codificar un conjunto de elementos. En las tablas 1.2 y 1.3 se ha podido ver dos
códigos binarios para los números decimales que disponı́an de 4 y 7 bits res-
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pectivamente. ¿Se podrı́a haber construido un código binario con 1,2 o 3 bits
para representar los números decimales?. La respuesta es evidente, con 1 bit,
sólo se disponen de 2 posibles combinaciones (un 0 y un 1) por lo que sólo se
pueden codificar un conjunto de dos elementos; con dos bits, las combinacio-
nes son 00, 01, 10, 11, o sea, cuatro elementos; con tres bits, las combinaciones
son 000, 001, 010,011,100,101,110,111, o sea, ocho. Por tanto, el número mı́nimo
de bits para codificar los dı́gitos decimales es de cuatro.

En general, un código binario de n bits es capaz de representar un conjunto
de 2n elementos. De forma inversa, para un conjunto de P elementos, el mı́ni-
mo número n de bits necesarios para codificar dichos elementos debe cumplir
la relación 1.9

2n�1 < P  2n (1.9)

El número de elementos, P, debe ser menor o igual que la potencia 2n (o
número máximo de elementos que se puede codificar con n bits), pero mayor
que el número máximo de elementos que se podrı́an codificar con n-1 bits.

Dado un número P de elementos, los n bits mı́nimos necesarios para la
codificación se pueden obtener mediante la expresión 1.10 en la quela función
RE(x) es una función que devuelve el menor valor entero comprendido entre
el intervalo real [x, x + 1].

n = RE[log2(P )] (1.10)

En los siguientes apartados se presentarán algunos de los códigos binarios
más importantes

1.2.1. Códigos binarios que representan dı́gitos decimales

Los códigos que se muestran a continuación permiten representar los diez
dı́gitos decimales.
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1.2.1.1. Código BCD (Binary Code for Decimal digits)

Cada elemento del código emplea cuatro bits y utiliza el peso asociado
(8,4,2,1). ( ver tabla 1.4).

Tabla 1.4: Código BCD

Dı́gito decimal Código BCD
0 0000
1 0001
2 0010
3 0011
4 0100
5 0101
6 0110
7 0111
8 1000
9 1001

Ejemplos.

123410 = (0001 0010 0011 0100)BCD

70910 = (0111 0000 1001)BCD

En los ejemplos se observa que cada dı́gito decimal se sustituye por su
equivalente en el código BCD.

1.2.1.2. Código exceso-3 (Excess-3)

Es un código pesado que utiliza la representación posicional y cuya mag-
nitud resultante es tres unidades mayor que la magnitud del dı́gito al que
representa, de ahı́ el nombre de exceso tres. Presenta la propiedad de que el
Complemento a 9 (Ca9) del dı́gito representado puede obtenerse, inmediata-
mente, cambiando los unos por ceros y los ceros por unos en los bits de dicho
código. Como se demostrará en futuras secciones, el Ca9 de, por ejemplo, el
dı́gito uno es el ocho. Según se ve en la tabla 1.5, el código exceso 3 del uno es
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0100, y del ocho, 1011.
Tabla 1.5: Código Exceso tres

Dı́gito decimal Código exceso tres
0 0011
1 0100
2 0101
3 0110
4 0111
5 1000
6 1001
7 1010
8 1011
9 1100

Ejemplos.

123410 = (0100 0101 0110 0111)excess�3

70910 = (1010 0011 1100)excess�3

1.2.1.3. Código 2-de-5

Es un código de 5 bits. Presenta la propiedad de tener, para cada elemento
del código, dos unos y tres ceros. La posición relativa de los primeros identi-
fica un dı́gito decimal en concreto. La constancia del número de unos y ceros
hace interesante este código para la detección de errores. Un sistema que reci-
ba un dı́gito decimal codificado en este formato reconocerá si existe un error
si el código recibido tiene más de dos unos o menos de dos.

Ejemplos.

123410 = (00101 00110 01001 01010)2�de�5

70910 = (10010 00011 11000)2�de�5
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Tabla 1.6: Código dos de cinco

Dı́gito decimal Código 2-de-5
0 00011
1 00101
2 00110
3 01001
4 01010
5 01100
6 10001
7 10010
8 10100
9 11000

1.2.1.4. Códigos de siete segmentos

Es un código no pesado de siete bits utilizado para la representación de los
dı́gitos decimales en displays o pantallas de siete segmentos (figura 1.3). Estos
visualizadores disponen de siete segmentos luminosos que, individualmente,
pueden estar encendidos o apagados dependiendo del valor que tomen siete
señales de control (una por segmento). Dichas señales de control son: a, b, c,
d, e, f, g. Si una de estas señales contiene un uno, el segmento asociado se
ilumina, si contiene un cero, el segmento permanece apagado.

Figura 1.3. Display de 7 segmentos

La tabla 1.7 tiene el código de siete segmentos completo para todos los
dı́gitos decimales.
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Tabla 1.7: Código 7 segmentos

Número BCD Código 7-

segmentos

a   b c d e f  g 

Número BCD Código 7-

segmentos

a  b c d e f  g 

0000 1111110 0001 0110000

0010 1101101 0011 1111001

0100 0110011 0101 1011011

0110 0011111 0111 1110000

1000 1111111 1001 1110011
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1.2.2. Código Gray

Es un código sin peso asociado que tiene la propiedad de que, entre dos
elementos consecutivos del mismo, sólo existe un bit diferente. A diferencia
de los códigos anteriores, el código Gray no tiene un número fijo de bits. En
la tabla 1.8 se muestra un código Gray de 3 bits, con el que se podrı́a codificar
desde el número 0 hasta el 7. Igualmente, existe un código Gray de 4 bits,
con el que se pueden codificar los números que van desde el 0 al 15, ambos
incluidos, y ası́ sucesivamente.

Tabla 1.8: Código Gray de 3 bits

Número decimal Código Gray de 3 bits
0 000
1 001
2 011
3 010
4 110
5 111
6 101
7 100

Se puede comprobar, usando la tabla 1.8, que, al pasar del código que re-
presenta el número 0, al del número 1, sólo se ha modificado un bit; lo mismo
ocurre al pasar del código del número 1 al del 2 y, ası́, hasta el código 7 que, ha-
cia el 0, sólo cambia en un bit. Esta propiedad es común para cualquier código
Gray de n bits.

El código Gray de n+1 bits se puede construir, a partir del código de n bits,
siguiendo un procedimiento que se ejemplarizará para el caso de la obtención
del código Gray de 3 bits, conocido el de 2 bits.

El código Gray de 3 bits debe tener 8 elementos: los cuatro primeros son
los mismos que los del código Gray de 2 bits a los que se les añade un 0 en
la posición más significativa; los siguientes cuatro se obtienen “rotando”, a
través de un eje imaginario trazado tras el último elemento del código de 2
bits, una copia de los mismos, a los que se les antepone un 1 (ver figura 1.4).

En la tabla 1.9 se muestran los códigos Gray de 1,2,3 y 4 bits, y cómo cada
uno de estos se pueden obtener a partir de los anteriores.
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Figura 1.4. Representación de la técnica de obtención de un código Gray de n bits,
conocido el de n-1 bits y particularizado para n=3

Tabla 1.9: Códigos Gray de 1, 2, 3 y 4 bits



1. Representación numérica 41

1.2.3. Códigos alfanuméricos

Son aquellos que representan letras, números y demás signos de puntua-
ción. Para codificar más de 64 sı́mbolos gráficos (26 letras minúsculas, 26 letras
mayúsculas, 10 números y signos de puntuación como interrogantes, admira-
ciones, comas, puntos, etc ) son necesarios siete bits como mı́nimo.

Uno de los códigos alfanuméricos más usados es el ASCII (American Stan-
dard Code for Information Interchange) que puede ser de siete u ocho bits si
se le incorpora un bit de paridad.

Tabla 1.10: Códigos ASCII

El código ASCII del número 4, según la tabla 1.10 viene dado por C6�0 =
011 0100, para la letra A, C6�0 = 100 0001, etc.

1.2.4. Códigos detectores de errores

La correcta interpretación de un determinado código (o mensaje) recibido
que puede haber sido sometido a perturbaciones, requiere de técnicas de codi-
ficación que permitan la identificación de una posible alteración del mensaje
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original. Los códigos detectores de errores se construyen a partir de códigos
predeterminados a los que se les añade cierta información redundante.

El método más simple de codificación (y por eso poco eficiente -50 %- para
errores de 1 bit) es el basado en el bit de paridad. A partir de un código deter-
minado de n bits, se construye el código detector de error por el método del
bit de paridad, incorporando, al código original, un bit adicional, denominado
bit de paridad, o bit P, que se sitúa a la izquierda del bit más significativo de
cada palabra del código de n bits. El código detector de error resultante tiene,
entonces, n+1 bits. Existen dos tipos de bit de paridad: bit de paridad par o
bit de paridad impar. El primero (Paridad Par), calcula el valor del bit P para
que cada combinación del código de n+1 bits posea un número par de unos.
El segundo (paridad impar), calcula el bit P para que cada combinación del
código de n+1 bits posea un número impar de unos.

Un transmisor que emita un elemento de un determinado código puede
añadirle el calculado bit de paridad P y transmitirlos todos conjuntamente. El
receptor, a partir de la información recibida, puede determinar, por el cálculo
de la paridad de los bits del mensaje, si ha existido un error o no.

Ejemplo: Supóngase el código binario de 4 bits formado por todos los núme-
ros comprendidos entre 0 y 15. La tabla 1.11 muestra el código detector de
error resultante empleando el método del bit de paridad par e impar.

Tabla 1.11: Ejemplo de código detector de errores por el método del bit de paridad
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1.3. Representación de números con signo

Existen tres notaciones diferentes para la representación de números con
signo:

Notación signo-magnitud (S-M)

Notación en Complemento a 1(Ca1)

Notación en Complemento a 2(Ca2)

1.3.1. Notación signo-magnitud

Es la más “humana” de las representaciones numéricas con signo, debido a
que, al conjunto de los bits que representa la magnitud del número, se antepo-
ne (en la posición más significativa) un bit, denominado bit de signo, que toma
el valor de cero para números positivos y el de uno, para los negativos. En la
figura 1.5 se muestra la estructura de un número de 8 bits con representación
signo-magnitud.

Figura 1.5. Representación S-M para un número de 8 bits

Ejemplos.

+4 usando 4 bits para la magnitud = 00100SM

-4 usando 4 bits para la magnitud = 10100SM
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En la tabla 1.12 se presentan todas las combinaciones posibles de números
de 4 bits y su interpretación siguiendo la lógica signo-magnitud.

Tabla 1.12: Representación SM con 4 bits

Notación SM Notación SM
+0 0000 -0 1000
+1 0001 -1 1001
+2 0010 -2 1010
+3 0011 -3 1011
+4 0100 -4 1100
+5 0101 -5 1101
+6 0110 -6 1110
+7 0111 -7 1111

En general, se puede afirmar que si se utilizan n bits para representar un
número A con signo en notación S-M, el rango de valores posibles para A
viene dado por la expresión 1.11.

�
�
2n�1 � 1

�
 A 

�
2n�1 � 1

�
(1.11)

1.3.2. Notación Complemento a 1

Para la comprensión de esta sección se requiere el estudio del anexo 3, en
el que se define el operador Ca1.

Los números positivos en notación Ca1 se expresan igual que en SM. Es
decir, a los bits de la magnitud se les antepone un bit igual a cero. En cambio,
para obtener la representación de un número negativo, primero éste se expresa
como si fuera positivo, con bit de signo igual a cero y luego se le aplica el
operador Ca1, el resultado obtenido representa el número negativo en esta
notación.

Ejemplos.

+4 usando cuatro bits para la magnitud = 00100Ca1
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-4 usando cuatro bits para la magnitud = Ca1(00100) = 11011Ca1

En la tabla 1.13 se presentan todas las combinaciones posibles de números
de 4 bits y su interpretación siguiendo la lógica complemento a uno.

Tabla 1.13: Representación Ca1 con 4 bits

Notación Ca1 Notación Ca1
+0 0000 -0 1111
+1 0001 -1 1110
+2 0010 -2 1101
+3 0011 -3 1100
+4 0100 -4 1011
+5 0101 -5 1010
+6 0110 -6 1001
+7 0111 -7 1000

Obsérvese que, también para Ca1, el bit más significativo actúa como bit
de signo y de idéntica forma que en S-M.

Si se utilizan n bits para representar un número A con signo en notación
Ca1, el rango de valores posibles, para A, viene dado por la relación 1.11

1.3.3. Notación Complemento a 2

Para la comprensión de esta sección se requiere el estudio del anexo 3, en
el que se define el operador Ca2.

Los números positivos en notación Ca2 se expresan igual que en SM y en
Ca1. A los bits de la magnitud se le antepone el bit 0. Los números negativos se
obtienen siguiendo el mismo procedimiento que en el Ca1 pero, en este caso,
aplicando el operador Ca2.

Ejemplos.

+4 usando cuatro bits para la magnitud = 00100Ca1

-4 usando cuatro bits para la magnitud = Ca2(00100) = 11100Ca1
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En la tabla 1.14 se presentan todas las combinaciones posibles de números
de 4 bits y su interpretación siguiendo la lógica complemento a dos.

Tabla 1.14: Representación Ca2 con 4 bits

Notación Ca2 Notación Ca2
+0 0000 -0 0000
+1 0001 -1 1111
+2 0010 -2 1110
+3 0011 -3 1101
+4 0100 -4 1100
+5 0101 -5 1011
+6 0110 -6 1010
+7 0111 -7 1001
+8 – -8 1000

Obsérvese que, también para Ca2, el bit más significativo actúa como bit
de signo y de idéntica forma que en S-M y Ca1, aunque, a diferencia de las
notaciones anteriores, el número 0 tiene una única codificación. También se
observa que existe una codificación adicional, la 1000 asociada al número -8.
Para demostrar que el código 1000 se corresponde con el -8 se puede emplear
el siguiente razonamiento: si a los bits del código 1000 se les suman1, los del
número +1, es decir, 0001, el resultado es 1001 que corresponde con el número
-7, por lo que 1000 representa al -8.

Si se utilizan n bits para representar un número A con signo en notación
Ca2, el rango de valores posibles para A está comprendido entre:

�2n�1  A 
�
2n�1 � 1

�
(1.12)

1.3.4. Comparación entre las notaciones numéricas

Todas las representaciones numéricas (SM, Ca1 y Ca2) necesitan un bit de
signo situado en la posición más significativa que toma el valor de 0 para
los números positivos, y el de 1 para los negativos. Los números positivos se
representan igual en las tres notaciones, sólo cambian para los negativos. La

1Aunque no se han tratado las operaciones aritméticas binarias, están no difieren de las reglas
decimales conocidas y, por consiguiente, 1000 + 0001 = 1001
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notación SM y Ca1 tienen dos codificaciones distintas para un mismo número
(+0 y -0), situación, ésta, que no ocurre en Ca2 que dispone, adicionalmente,
del número �2n�1, siendo, n, la cantidad de bits usados para representar un
número cualquiera en esta notación.

A pesar de que la notación SM parece la más lógica y cercana a nuestra
realidad, no existen muchas máquinas digitales en el mundo que incluyan es-
te tipo de representación. Las más extendida es la notación Ca2 seguida por
la Ca1. Se demostrará más adelante, en otros capı́tulos, que las operaciones
aritméticas (suma y resta) con números en notación SM requieren más dispo-
sitivos electrónicos para su implementación, que las realizadas con números
expresados en Ca1 o Ca2.

1.4. Representación binaria de números reales

Los números reales son aquellos que pueden representarse en cualquier
punto de la recta real e incluyen los números positivos y negativos que pueden
tener parte entera y fraccionaria sin ningún tipo de restricción. En secciones
anteriores ya se han mostrado la representación binaria de estos números, por
lo que, en este apartado, se realizarán algunas consideraciones adicionales y
se introducirá el formato en coma flotante.

1.4.1. Representación en coma fija

Los números binarios, ya sean enteros o fraccionarios, se almacenan en las
máquinas digitales en unos dispositivos denominados “registros” los cuales
tienen una capacidad finita de almacenamiento. Un registro de n bits almace-
na un total de n bits como parece evidente. Para almacenar números reales, un
segmento del registro se debe destinar a la parte entera y, el resto, a la fraccio-
naria. En la figura 1.6 se ha representado un registro de 8 bits, constituido por
8 “celdas” que almacenan, cada una de ellas, un bit del número y en las que,
las tres menos significativas, (de la 0 a la 2), se han destinado a la parte frac-
cionaria. Asimismo se ha representado una “ficticia coma” como delimitador
de las celdas que almacenan los bits de la parte fraccionaria de los de la parte
entera.
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Figura 1.6. Registro de 8 bits. Las tres celdas de la derecha se reservan para la parte
fraccionaria y las restantes de la izquierda, a la parte entera

El número 5, 510 que en binario es 101, 12, se almacenarı́a, en el registro
anterior, como 00101100 donde, las celdas que no se usan se rellenan con ceros
para no alterar la magnitud del número (ver figura 1.7).

Figura 1.7. Almacenamiento del número 5,510

Este formato se denomina de coma fija, porque la posición de la coma en
el registro no cambia y, por tanto, el número de bits de la parte fraccionaria
(al igual que el de la parte entera) es constante. Esta rigidez limita las magni-
tudes fraccionarias y enteras representables. Para el ejemplo de la figura 1.6,
los tres bits de la parte fraccionaria permiten almacenar con exactitud a, tan
sólo, unas pocas fracciones. En la figura 1.8 se muestra el trozo de recta real
comprendida entre 0 y 1. Las lı́neas verticales gruesas representan los valores
fraccionarios que se pueden almacenar con exactitud usando tres bits para la
parte fraccionaria. Cualquier otro valor, como por ejemplo, los comprendidos
entre (0, 0,125) o en el intervalo (0,125, 0,25), etc., no son susceptibles de ser
representados con exactitud.

En el formato de coma fija, la única posibilidad de incrementar el núme-
ro de valores fraccionarios que se puedan representar con exactitud, pasa por
aumentar el número de bits, que en el registro, se destinan a la parte fraccio-
naria. No obstante, se usen el número de bits que se usen, siempre existirán
infinitos números fraccionarios que no serán representables con exactitud. En
tales casos, se deben definir los criterios que permitan su almacenamiento y
que son: el truncamiento o el redondeo.
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Figura 1.8.

El truncado elimina aquellos bits de la parte fraccionaria del número que
no se pueden almacenar en el registro.

El redondeo de un número A tiende a almacenar dicho número como si
fuera otro número, B, lo más cercano posible a A, que si sea representable
con exactitud en el registro.

Como ilustración de estos procedimientos, supóngase que se desea realizar
el almacenamiento de la cantidad +3,71875 en notación signo-magnitud, en un
registro como el de la figura 1.6. La parte entera, +3, en signo-magnitud con 5
bits es igual a 00011. La parte fraccionaria, 0.71875, en binario es 0,10111, que,
tal y como se aprecia, no es posible almacenar en aquel registro. Si se realiza
el truncado, la cantidad que se almacenarı́a serı́a 00011,101 (los dos bits de la
derecha se eliminan; por el método del redondeo, primero, se determinan los
números más cercanos a 0,71875 que puedan ser representados con tres bits
en la parte fraccionaria (en este caso el 0,75 y el 0,625) y, segundo, de entre
ambos números representables, se escoge el que cometa menor error (el más
cercano al número). En este ejemplo serı́a el 0,75 (que en binario serı́a 0,110) ,
por consiguiente, el número almacenado: 00011,110.

1.4.2. Representación en coma flotante

Esta representación busca el almacenamiento del número real en forma de
exponencial. Cualquier número real, N, en base B puede ser expresado según
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1.13

NB = mBe (1.13)

Donde m representa la mantisa del número y, e, el exponente. Ası́, por
ejemplo, el número 2,450 puede expresarse como 245⇥ 10�2, siendo la manti-
sa, m = 245, y el exponente, e = �2. Téngase en cuenta que, tanto la mantisa
como el exponente, se expresan en la base B. El número binario 100,11 se repre-
senta, exponencialmente, como 10011⇥2�10. La mantisa, ahora, es m = 10011,
y el exponente, e = �10 (-2 en decimal).

Figura 1.9. Ejemplo de almacenamiento en formato coma flotante

Cualquier número real binario que se almacene con el formato exponen-
cial sólo precisa guardar la mantisa y el exponente, la base se da por conocida.
Nótese que para representar números grandes y pequeños, se debe permitir
que el exponente tenga signo y si se desea representar números, tanto po-
sitivos como negativos, la mantisa también debe tenerlo. En la figura 1.9 se
muestra un posible modo de almacenamiento de un número en coma flotante
usando 16 bits. Los 6 bits menos significativos se reservan para el exponente,
los restantes, para la mantisa y, para ambos, el bit más significativo es el bit
de signo. De entre las tres posibles representaciones numéricas con signo exis-
tentes con las que se podrı́an almacenar la mantisa y el exponente, se optará,
por su sencillez, por la signo-magnitud.

En la representación por coma flotante, la “coma” del número que se re-
presenta no está en una posición concreta, porque ésta depende del valor del
exponente almacenado. Incrementando o decrementando el contenido del ex-
ponente, la coma del número representado se desplaza hacia la izquierda o
hacia la derecha, de aquı́ el nombre de “coma flotante”.

Un inconveniente, a priori, de este tipo de notación numérica, es la multi-
tud de representaciones distintas para un mismo número. Esto se muestra en
el siguiente ejemplo: supóngase que se desea representar el número binario
+100,1 en notación coma flotante con 8 bits para la mantisa y 4 para el ex-
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ponente. El número 100,1 es igual a 1001 ⇥ 2�01 (se almacenarı́a la cantidad
00010011001) , o igual a 10010⇥ 2�10 ( 00100101010 ), o igual a 100100⇥ 2�11 (
01001001011) o igual a 0, 0001001⇥2110 ( 01001000110 ). O sea, existen infinitas
formas de representación de un único número real. Para no crear confusión en
el modo de interpretación de los números en coma flotante almacenados se
utilizan normalizaciones. Estas buscan que el dı́gito más significativo de la
mantisa, el siguiente al bit de signo, sea distinto de cero. Existen dos tipos:
normalización por mantisa entera y normalización por mantisa fraccionaria
. La primera busca que el contenido de la mantisa sea un número entero o,
dicho de otra forma, que la coma del número real se encuentre detrás del últi-
mo dı́gito representable de la mantisa. La segunda, que el contenido sea una
fracción o, equivalentemente, que la coma del número real se encuentre inme-
diatamente delante de la posición del dı́gito más significativo de la mantisa.
En la figura 1.10 se muestra gráficamente estos conceptos.

Figura 1.10. Normalización por mantisa entera y fraccionaria para números en coma
flotante usando 10 bits para la la mantisa y 6 para el exponente

Ejemplos.

Se dispone de 8 bits para la mantisa y 5 para el exponente. Represente el
número binario +1000,001 usando a) la normalización por mantisa entera y b)
la normalización por mantisa fraccionaria.

a) Se debe obtener una mantisa, m, de 8 bits entera en notación S-M de
forma que el bit a continuación del bit de signo, sea distinto de cero. Para el
caso que nos ocupa, m=01000001 y el exponente debe ser�310 que, en binario
con notación SM, es e=10011.
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Figura 1.11. Representación del número 1000,001 normalización por mantisa entera

b) Se debe obtener una mantisa , m, también de 8 bits en notación S-M, que
represente un valor fraccionario y de forma que, el bit a continuación del de
signo, sea distinto de cero. Para este caso, m, sigue siendo 01000001, pero el
exponente, e,= +410 o e= 00100, para que el número representado siga siendo
el mismo.

Figura 1.12. Representación del número 1000,001 normalización por mantisa fraccio-
naria
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ANEXO 1

Demostración del método de conversión de la parte entera de

un número en decimal a base B

Cualquier número decimal entero M puede expresarse en base B, median-
te la expresión 1.4 y convertir el número N en otro expresado en base B, es
equivalente a determinar los dı́gitos ai de la expresión 1.4.

Como ai es un dı́gito que representa un número comprendido entre [0,..,B-
1], la cantidad expresada por el primer término de la suma 1.4, a0B0 = a0

es menor que B, por tanto, (a0/B < 1). El resto de los términos de la suma
a1B1 + . . .+an�1Bn�1 representan una magnitud que, salvo el caso que sea 0,
es mayor que el valor de la base B. La división del número N, entre la base B, se
representa por la expresión 1.14 y genera un cociente entero, C0 =

Pn�1
i=1 ai ⇥

Bi�1 y un resto igual a a0.

N

B
=

a0 ⇥B0 + a1 ⇥B1 + . . . + an�1 ⇥Bn�1

B
=

a0

B
+ a1 ⇥B0 + a2 ⇥B1 + . . . + an�1 ⇥Bn�2 (1.14)

Obsérvese que ahora el término a1B0 = a1 es menor que B, y por tanto,
no divisible por él. Dividiendo nuevamente C0 por B, se obtendrá un resto, el
dı́gito a1 buscado, y un nuevo cociente, C1. Si el proceso se extiende sucesiva-
mente, los restos obtenidos representan los dı́gitos del número expresado en
base B.
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Demostración del método de conversión de la parte

fraccionaria de un número en decimal a base B

La parte fraccionaria, F, de un número puede expresarse, usando base B y
s dı́gitos, de la forma dada por la expresión 1.15

F =
sX

i=1

a�i ⇥B�i = a�1 ⇥B�1 + a�2 ⇥B�2 + . . . + a�s ⇥B�s (1.15)

Para expresar la magnitud F en base B se necesitan obtener los coeficien-
tes a�i de la expresión 1.15. Si se procede a multiplicar la magnitud F, por la
base B, el resultado generado tiene una parte entera, el dı́gito a�1 y una parte
fraccionaria formada por la relación F0 =

Ps
i=2 a�i ⇥B�i+1.

F ⇥B = a�1 + a�2 ⇥B�1 + . . . + a�s ⇥B�s+1 (1.16)

Si al resultado de F ⇥ B, se le retira la parte entera, a�1, se obtiene un
número fraccionario, F0. Multiplicando este nuevo número fraccionario por
B, se obtendrá un resultado cuya parte entera está formada por el dı́gito a�2,
y otra fraccionaria formada por F1 =

Ps
i=3 a�i ⇥ B�i+2. Iterando el procedi-

miento, se obtendrán los dı́gitos del número F expresados en base B.
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ANEXO 2

Demostración de los métodos rápidos de conversión mediante

“expansiones y compresiones”

La demostración se llevará a cabo usando dos casos particulares de con-
versión rápida: de octal a binario y de binario a octal.

Método de “compresión”

Sea C2 un número en base 2 con n dı́gitos, y sea D8 el número, que repre-
sentado en base 8, expresa la misma magnitud que C2 en binario (C2 = D8).
La magnitud de C2 se puede desarrollar según la expresión 1.17

C2 =
n�1X

i=0

ci⇥2i = . . .+c828+c727+c626+c525+c424+c323+c222+c121+c020+. . .

(1.17)

Para convertir el número binario a la base octal, se deben formar grupos
de tres bits, comenzando desde el dı́gito menos significativo y hacia los más
significativos (expresión 1.18).

C2 = . . .+(c828+c727+c626)+(c525+c424+c323)+(c222+c121+c020) (1.18)

Más convenientemente, la expresión 1.18 se puede expresar de la forma
dada por la relación 1.19, en la que se ha factorizado por el término de peso
más pequeño de cada grupo de 3 dı́gitos.

C2 = . . .+(c822 +c721 +c620)26 +(c522 +c421 +c320)23 +(c222 +c121 +c020)20

(1.19)
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Como 20 = 1 = 80, 23 = 81, 26 = 82, y ası́ sucesivamente, entonces la
relación 1.19 puede expresarse según la relación 1.20

C2 = . . .+(c822 +c721 +c620)82 +(c522 +c421 +c320)81 +(c222 +c121 +c020)80

(1.20)

Las cantidades encerradas entre paréntesis en la expresión 1.20 represen-
tan magnitudes comprendidas entre 0 y 7 para cualquier combinación de
los bits ci, justo los valores posibles de un dı́gito en base octal. Sea di el
dı́gito que ocupa la posición i del número D expresado en octal. Entonces,
d0 = a222 + a121 + a020, d1 = a522 + a421 + a320, d2 = a822 + a721 + a620 y
ası́ sucesivamente.

C2 = D8 = . . . + (d2)82 + (d1)81 + (d0)80 (1.21)

Método de “expansión”

Sea D8 un número expresado en base 8, con n dı́gitos. Se desea encontrar
el equivalente, C2, en base dos. El número D8, se puede desarrollar según la
expresión 1.22, donde di son los dı́gitos en base ocho de la magnitud D.

D8 =
n�1X

i=0

ai ⇥Bi = . . . + d282 + d181 + d080 (1.22)

Cada dı́gito octal representa un magnitud entre cero y siete que, a su vez,
se pueden representar en una base de numeración distinta como, por ejemplo,
la binaria. Para la base dos, se necesitarı́an tres bits para codificar cualquier
magnitud de un dı́gito octal. Sean c3i+2, c3i+1 y c3i los dı́gitos binarios que
expresan la magnitud del dı́gito octal di. Sustituyéndolos en la expresión 1.22
nos da la relación 1.23.

D8 = . . . + (c822 + c721 + c620)82 +
+(c522 + c421 + c320)81 + (c222 + c121 + c020)80 (1.23)
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Como 80 = 20, 81 = 23, etcétera, sustituyendo en 1.23 y desarrollando los
productos, se obtiene la expresión 1.24 que representa el número en binario.

C2 = . . .+c828+c727+c626+c525+c424+c323+c222+c121+c020+. . . (1.24)
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ANEXO 3

El operador unario Complemento

Se define el operador complemento a N de un número M expresado en
base N con p dı́gitos en su parte entera y se representa como CaN(MN ), como
la transformación que genera el siguiente resultado

CaN(MN ) = Np �MN

Ejemplos.

Ca10(123410) = 104 � 123410 = 10000� 123410 = 876610

Ca10(220,2310) = 103 � 220,2310 = 10000� 220,2310 = 779,7710

Ca10(1100010) = 105 � 1100010 = 100000� 1100010 = 8900010

Se define el operador complemento a N-1 de un número M expresado en
base N con p dı́gitos en su parte entera y q en la parte fraccionaria y se re-
presenta como CaN �1(MN ), como la transformación que genera el siguiente
resultado

CaN � 1(MN ) = Np �N�q �MN

Ejemplos.

Ca9(123410) = 104 � 10�0 � 123410 = 10000 � 1 � 1234�10 = 9999 �
123410 = 876510

Ca9(220,2310) = 103 � 10�2 � 220,2310 = 10000 � 0,01 � 220,2310 =
9999,99� 220,2310 = 779,7610

Ca9(1100010) = 105 � 1� 1100010 = 99999� 1100010 = 8899910

La definición del operador complemento a N o del operador complemento
a N-1 lleva implı́cita la realización de la operación aritmética de la resta. En los
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ejemplos anteriores se ha podido obtener los valores que generan los operado-
res Ca10 y Ca9 porque las operaciones aritméticas en base 10 son conocidas.
La definición de un operador CaN o CaN-1 para una base N distinta a la ba-
se 10 requiere que las operaciones aritméticas que se apliquen cumplan con
los reglas de la base N en que se desarrollan. Un caso ilustrativo puede ser
la obtención del Ca9 y del Ca8 de un número expresado en base 9. En dicho
ejemplo se han destacado los resultados de las operaciones aritméticas que
más pueden sorprender.

Ca9(12349) = 94 � 12349 = 100009 � 12349 = 76559

Ca8(12349) = 94 � 1� 12349 = 88889 � 12349 = 76549

Es lógico que, en base 9, la cantidad 94 sea igual a 10000. De hecho, si partimos
de la representación 100009 es más fácil ver que la magnitud representada es
1⇥ 94 + 0⇥ 93 + 0⇥ 92 + 0⇥ 91 + 0⇥ 90 = 94. Por último queda tratar el caso
de la operación de resta en base N.

Para la operación de resta entre dos dı́gitos en base N, se pueden distinguir
dos casos: que el minuendo sea mayor o igual que el substraendo, o que sea
menor. En el primer caso se opera de forma normal, el resultado expresa una
magnitud igual a la diferencia entre las magnitudes del minuendo y el subs-
traendo. El segundo caso es más complejo: El resultado de la resta es igual a
la suma del minuendo con el resultado de la diferencia entre la base N y el
substraendo. Además se genera un acarreo.

Ejemplos.

79 � 19 = 69

19 � 79 = 19 + (9� 79) = 19 + 29 = 39 y se genera un acarreo

110 � 710 = 110 + (10� 710) = 110 + 310 = 410 y se genera un acarreo

En el caso en que las magnitudes a restar contengan más de un dı́gito, los
posibles acarreos que se generen en los dı́gitos deben sumarse a los substraen-
dos contiguos a los que generaron dicho acarreo (al igual que ocurre en base
10). De aquı́ se pude deducir, pues, que 100009 � 12349 = 76559.
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Supóngase que se dispone de un número M expresado en base N con p
dı́gitos (se supone también que M expresa una cantidad entera, aunque los
resultados que se obtendrán son aplicables también a números con parte frac-
cionaria). El operador complemento a N de dicho número lo transforma en
otro resultante de la operación aritmética de resta de la cantidad Np con MN .
La cantidad Np siempre resulta en un número con p+1 bits, en el que los p bits
menos significativos son 0, y el más significativo es un 1. Por otro lado, la mag-
nitud M, por definición, sólo dispone de p bits. Sean dp�1, ...d1, d0, los p dı́gitos
del número M, y rp�1, ...r1, r0, los dı́gitos del resultado de aplicar el operador
CaN al número M. Si d0 es igual a 0, entonces r0 = 0�0 = 0 y no se genera aca-
rreo, Cy, hacia el dı́gito d1 (Cy=0). Si d0 es distinto de 0, entonces r0 = (N�d0)
y se tiene que Cy=1 que se suma a d1. Continuando con este último caso, el
siguiente bit del resultado, r1, serı́a igual a N � (d1 + Cy) = N � 1 � d1 que,
también, genera un acarreo hacia el siguiente dı́gito d2. Para el resto de los
dı́gitos se procede de forma idéntica. Obsérvese que la resta del último dı́gito
del número M, dp�1 genera un acarreo que se anula con el bit p+1 de la can-
tidad Np por lo que el resultado tiene p bits. En el caso en que el dı́gito d0

hubiese sido 0, el resultado r0 valdrı́a 0 y no se generarı́a acarreo. Siguiendo
con el dı́gito d1, repetimos el proceso: si d1 = 0, el resultado r1 sigue siendo ce-
ro y, si no, r1 = N � d1. A partir de aquı́, los dı́gitos ri restantes se determinan
mediante ri = N � 1� di

Ejemplos.

Ca10(123410) = 876610

Ca8(220,238) = 557,558

Ca4(110004) = 230004

Ca2(110002) = 010002

Ca2(101102) = 010102

En el siguiente cuadro se ha representado el algoritmo que resume el modo
de proceder para la obtención del CaN
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1. Sea i=0, pdd0=0. (pdd0 significa primer dı́gito distinto de cero)

2. Si pdd0 = 0 y di = 0, entonces ri = 0
Si pdd0=0 y di 6= 0, entonces ri = N � di y pdd0=1
Si pdd0=1 o di 6= 0, entonces ri = N � 1� di

3. i=i+1

4. Repetir 2 y 3 hasta que i sea igual a p

Supóngase que se dispone de un número M en base N, con p dı́gitos en la
parte entera y q en la parte fraccionaria. El operador complemento a N-1 de
dicho número genera otro resultante de la operación aritmética de resta de la
cantidad Np �N�q con M. Dicha cantidad, Np �N�q, resulta en un número
con p bits en la parte entera, y q en la parte fraccionaria, en la que todos los
dı́gitos toman el valor N-1.

Ejemplos.

Para N=10, p=4 y q=1, la cantidad Np�N�q= 104�10�1 = 10000�0,1 =
9999,9

Para N=9, p=4 y q=0, la cantidad 94 � 9�0 = 100009 � 1 = 88889

Para N=2, p=5 y q=0, la cantidad 24 � 2�0 = 1000002 � 1 = 111112

Sea q = 0, es decir, el número M no tiene parte fraccionaria y sean dp�1,...,
d1, d0, los p dı́gitos del número M, y rp�1, ...r1, r0 los dı́gitos del resultado de
aplicar el operador CaN-1 al número M. El bit ri del resultado se obtiene, de
forma general para todos los dı́gitos ( 8i), como N � 1� di.

Ejemplos.

Ca9(123410) = 876510

Ca7(220,238) = 557,548

Ca3(110004) = 223334
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Ca1(110002) = 001112

Ca1(101102) = 010012

En el siguiente cuadro se ha representado el algoritmo que resume el modo
de proceder para la obtención del CaN-1

1. Sea i=0

2. ri = N � 1� di

3. i=i+1

4. Repetir 2 y 3 hasta que i sea igual a p

De mayor interés que la multitud de operadores CaN y CaN � 1 exis-
tentes para cualquier base N, son aquellos en que N=2, es decir, el operador
Ca2 y Ca1 para números o magnitudes binarias. A continuación se muestran
ejemplos de este tipo de operadores.

Ejemplos.

Ca2(110002) = 010002

Ca2(101112) = 010012

Ca2(100002) = 100002

Ca1(111102) = 000012

Ca1(100102) = 011012

Ca1(100002) = 011112

Se puede observar que el resultado del operador Ca1 se puede obtener di-
rectamente del número original solamente invirtiendo los bits, esto significa
que, en las posiciones en la que el número tiene un 1, el resultado del ope-
rador tiene un 0, y en las que el número tiene un 0, el resultado tiene un 1.
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Para el Ca2 el procedimiento parece algo más complejo. Empezando por el bit
menos significativo del número, y procesando en cada paso el contiguo a su
izquierda, el correspondiente bit del resultado es igual al del número, hasta el
primer 1 (incluido este), a partir de este, los bits del resultado se invierten con
respecto a los del número.

Propiedades de los operadores CaN y CaN-1

1. El complemento a N del complemento a N de un número M, es el propio
número M. (Idém para el complemento a N-1)

CaN(CaN(MN )) = MN (1.25)
CaN � 1(CaN � 1(MN )) = MN (1.26)

Demostración:

Si CaN ( MN ) = Np - MN , entonces CaN(CaN(MN )) = CaN(Np - MN ) =
Np - (Np - MN ) = MN

De idéntica forma se comprueba para el operador CaN-1().

Ejemplos.

Ca10(Ca10(123410) = Ca10(879610) = 123410

Ca2(Ca2(11002) = Ca2(01002) = 11002

2.

CaN � 1(MN ) = CaN(MN )�N�q (1.27)
CaN(MN ) = CaN � 1(MN ) + N�q (1.28)

donde q es el número de dı́gitos de la parte fraccionaria del número M.

Demostración:

Como CaN ( MN ) = Np �MN entonces CaN-1 (MN ) = Np -N�q �MN

= (Np �MN )�N�q = CaN(MN ) - N�q

Si M no tiene parte fraccionaria, esto es, M es un número entero, q=0,
las relaciones 1.28 se reducen a CaN � 1(MN ) = CaN(MN ) � 1
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ó CaN(MN ) = CaN � 1(MN ) + 1. Estas expresiones nos permiten en-
contrar el resultado generado por un operador, a partir del otro, sin más
que añadir o restar una unidad.

Ejemplos.

Ca10(123410) = 876610 ! Ca9(123410) = 876610 � 1 = 876510

Ca10(220,2310) = 779,7710 ! Ca9(220,2310) = 220,2310 � 0,01 = 220,2210

Ca9(1100010) = 8899910 ! Ca10(1100010) = 8899910 + 1 = 8900010
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Ejercicios propuestos

Problema 1.1 Represente en base 2,4,5,8,16 las siguientes magnitudes: (a) 17,1
;(b) 3,45 y (c) 120,1

Problema 1.2 La ecuación de primer grado 5x + 122 = 244 tiene su solución
para x = 14. Determine en qué base de representación numérica está expresa-
da dicha ecuación.

Problema 1.3 Expresar ±27, 3 en las notaciones S-M, Ca1 y Ca2, reservando 6
bits para la parte entera y 3 bits para la parte fraccionaria. Muestre los resulta-
dos correspondientes a los casos anteriores a) truncando, y b) redondeando.

Problema 1.4 Considere la palabra 10111001. Interprete, si es posible, la in-
formación de dicha palabra según sea: número binario, representación signo-
magnitud, representación en Ca1, representación en Ca2, código ASCII, códi-
go ASCCI con paridad par, código ASCII con paridad impar y código BCD.

Problema 1.5 Obtenga la lista de elementos de un código Gray de 6 bits. De
dicha lista que código representa, si es posible, a los números 10, 45, 62 y 71.

Problema 1.6 Obtenga el Ca3, si es posible, de los siguientes números: 2134,
1203, 14509.

Problema 1.7 Representar el número 0, 1710 en coma flotante con normaliza-
ción por mantisa entera (redondeando si es necesario), reservando 8 bits para
la mantisa y 4 para el exponente.

Problema 1.8 Representar 0, 10810 en coma flotante, usando 9 bits para la
mantisa, 5 bits para el exponente (incluyendo en ambos casos los bits de signo)
y normalización por mantisa fraccionaria.

Problema 1.9

Se quiere almacenar la cantidad �123 ⇥ 10�20 en octal codificado bina-
rio usando notación en coma flotante. Utilice el menor número de bits
necesarios para la mantisa y el exponente.

Represente la cantidad �1, 73 ⇥ 10�3 en decimal codificado en binario
usando la notación en coma flotante mediante normalización (1) entera
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y (2) fraccionaria (en ambos casos considere 13 bits para la mantisa y 9
para el exponente incluyendo el bit de signo).



Capı́tulo 2

Álgebra de Conmutación

2.1. Postulados del Álgebra de Boole

El Álgebra de Boole es una estructura algebraica definida por dos opera-
dores binarios: operador CRUZ (+) y operador PUNTO (•) de tal forma que
satisfacen los siguientes postulados:

1. Postulado del cierre

(a) Si x, y son dos elementos del álgebra de Boole, entonces, el resultado
obtenido de aplicar el operador CRUZ a ambos elementos también
pertenece al álgebra.

Si x, y 2 B entonces x + y 2 B

(b) Si x, y son dos elementos del álgebra de Boole, entonces, el resul-
tado obtenido de aplicar el operador PUNTO a ambos elementos
también pertenece al álgebra.

Si x, y 2 B entonces x • y 2 B

2. Postulado de los elementos identidad

(a) Un elemento de identidad con respecto al operador + es designado
por el sı́mbolo 0 y cumple

67
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x + 0 = 0 + x = x donde x 2 B

(b) Un elemento de identidad con respecto al operador • es designado
por el sı́mbolo 1 y cumple

x • 1 = 1 • x = x donde x 2 B

3. Propiedad conmutativa

(a) Conmutatividad con respecto al operador +

x + y = y + x

(b) Conmutatividad con respecto al operador •

x • y = y • x

4. Propiedad distributiva

(a) Distributividad con respecto al operador +

x • (y + z) = x • y + x • z

(b) Distributividad con respecto al operador •

x + (y • z) = (x + y) • (x + z)

5. Postulado del complemento Para cada elemento x 2 B, existe un ele-
mento x 2 B(llamado complemento de x) tal que:

(a) x + x = 1

(b) x • x = 0

6. Existen al menos dos elementos x, y 2 B de tal forma que x 6= y

En este álgebra, el significado de los operadores +,• son distintos de la
aritmética clásica. Llama la atención el hecho de que aparezca la propiedad
distributiva del operador + sobre el •. También, en los postulados no aparecen
los inversos de los operadores + y • y, sin embargo, se dispone de un operador
nuevo como es el complemento. Los postulados del álgebra han sido listados
a pares, parte (a) y parte (b). Una parte puede obtenerse a partir de la otra
mediante el intercambio de los elementos unitarios (0 y 1) y los operadores
binarios( + y •). Esto se conoce como el Principio de Dualidad.
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2.2. Álgebra de Boole bivalente o álgebra de con-
mutación

El álgebra de conmutación se obtiene haciendo que el conjunto B de ele-
mentos sean sólo dos, el 0 y el 1, y definiendo los operadores binarios + (tam-
bién llamado operador OR o suma lógica), y • (también llamado operador
AND o producto lógico) y el operador complemento, de la forma presentada
en las tablas 2.1 y 2.2.

Tabla 2.1: Operador NOT
x x
0 1
1 0

Tabla 2.2: Operador AND y OR
x y x • y x + y
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

A continuación se demostrará que la estructura que se ha definido como
álgebra de conmutación, cumple con los postulados del álgebra de Boole.

Cumplimiento del postulado P1. El conjunto B formado, sólo, por los ele-
mentos 0 y 1 es cerrado. En la tabla 2.2 se puede ver que el resultado de
x + y o el de x • y es, también, 0 o 1.

Cumplimiento del postulado P2. Se puede demostrar la igualdad x + 0 = x
escogiendo las filas de la tabla 2.2 en las que y sea 0. Se puede observar
que el resultado x + y para dichas filas coincide con el valor de x. De
igual forma, para las filas en las que y = 1 en la tabla 2.2, se obtiene que
x • 1 = x.

Cumplimiento del postulado P3. Si se intercambian las posiciones de las
columnas x e y de la tabla 2.2 y se ordenan los valores asignados a los
elementos y, x del mismo modo que el mostrado para los elementos x, y,
se obtendrı́an los mismos resultados para las columnas x + y e x • y y se
probarı́a la propiedad conmutativa.
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Cumplimiento del postulado P4. Las propiedades distributivas se demos-
trarán mediante el uso de tablas. La tabla 2.3 demuestra el cumplimiento
del postulado P4a. La primera columna contiene todas las combinacio-
nes posibles asignadas a los elementos x, y, z, la segunda, tercera y quin-
ta columnas contienen los resultados parciales de la operaciones x • y,
x • z e y + z respectivamente. La cuarta y sexta columnas representan
el segundo y primer miembros del postulado P4a y se comprueban que
son iguales.

Tabla 2.3: Propiedad distributiva del operador AND sobre el operador OR
x y z x • y x • z x • y + x • z y + z x • (y + z)
000 0 0 0 0 0
001 0 0 0 1 0
010 0 0 0 1 0
011 0 0 0 1 0
100 0 0 0 0 0
101 0 1 1 1 1
110 1 0 1 1 1
111 1 1 1 1 1

Se procede de forma idéntica con el postulado P4b cuya demostración
se muestra en la tabla 2.4.

Tabla 2.4: Propiedad distributiva del operador OR sobre el operador AND
x y z x + y x + z (x + y) • (x + z) y • z x + (y • z)
000 0 0 0 0 0
001 0 1 0 0 0
010 1 0 0 0 0
011 1 1 1 1 1
100 1 1 1 0 1
101 1 1 1 0 1
110 1 1 1 0 1
111 1 1 1 1 1

Cumplimiento del postulado P5. De la definición del operador complemen-
to (tabla 2.1) se pueden obtener los resultados que se recogen en la tabla
2.5 y que demuestran el postulado P5.
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Tabla 2.5: Operador NOT
x x x + x x • x

0 1 1 0
1 0 1 0

Cumplimiento del postulado P6. El álgebra de conmutación ha definido dos
elementos distintos, el 0 y el 1, que son los elementos identidad respecto
al operador OR y AND respectivamente.

Además de los seis postulados, el álgebra de conmutación se acompaña
de siete teoremas que se detallan y desarrollan a continuación. Nótese que los
teoremas, que se construyen a partir de los postulados, heredan el principio
de dualidad de estos y, por tanto, se listan en pares (a) y (b).

2.2.1. Teoremas del Álgebra de Conmutación

1. Teorema de Idempotencia

(a) x + x = x

(b) x • x = x

2. Teorema de los Elementos Dominantes

(a) x + 1 = 1

(b) x • 0 = 0

3. Teorema Involutivo
(x) = x

4. Teorema de Absorción

(a) x + (x • y) = x

(b) x • (x + y) = x

5. Teorema del Consenso

(a) x + (x • y) = x + y

(b) x • (x + y) = x • y
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6. Teorema Asociativo

(a) x + (y + z) = (x + y) + z

(b) x • (y • z) = (x • y) • z

7. Leyes de Morgan

(a) x + y = x • y

(b) x • y = x + y

Leyes de Morgan generalizadas
(a) x + y + z . . . = x • y • z • . . .

(b) x • y • z . . . = x + y + z + . . .

2.2.2. Demostraciones de los teoremas del álgebra de conmu-
tación

Las demostraciones de los teoremas se pueden llevar a cabo de manera
algebraica o mediante el uso de tablas. Las primeras tratan de obtener un
miembro de la igualdad del enunciado del teorema aplicando, los postula-
dos y teoremas que se hayan demostrado previamente, al otro miembro de la
igualdad. Alternativamente, las tablas permiten verificar el teorema mediante
la evaluación independiente de los dos miembros de la igualdad para toda
asignación lógica de los elementos que lo componen.

Para la demostración de los teoremas del álgebra de conmutación se ha
optado por una fórmula intermedia, por la que, algunos teoremas serán de-
mostrados algebraicamente y, otros, por métodos tabulares. Se deja al lector,
como ejercicio, la demostración tabular y algebraica de todos los teoremas.

Demostración del teorema T1

(a) x + x = x

1. Por el postulado P2a aplicado al segundo miembro de la igual-
dad:
x = x + 0.

2. Se aplica el postulado P5b al elemento neutro 0 x = x + 0 =
x + x • x
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3. Se aplica la propiedad distributiva del operador + sobre el ope-
rador • (postulado P4b). x = x+0 = x+x•x = (x+x)• (x+x)

4. Por el postulado del complemento P5a x = x + 0 = x + x • x =
(x + x) • (x + x) = (x + x) • 1

5. Finalmente, por el postulado P2b x = x + 0 = x + x • x =
(x + x) • (x + x) = (x + x) • 1 = x + x

(b) x • x = x

1. Por el postulado P2b x = x • 1.
2. Aplicando el postulado P5a al elemento neutro 1 x = x • 1 =

x • (x + x)
3. La propiedad distributiva del operador • sobre el operador +

(postulado P4a) nos permite transformar la expresión anterior
en: x = x • 1 = x • (x + x) = x • x + x • x

4. Por el postulado del complemento P5a x = x•1 = x• (x+x) =
x • x + x • x = x • x + 0

5. Y, finalmente, por el postulado P2a x = x + 0 = x + x • x =
(x + x) • (x + x) = (x + x) • 1 = x + x

Obsérvese que para demostrar el apartado (b) de este teorema se han
utilizado los postulados duales de los empleados para la demostración
del apartado (a). De hecho, si los postulados presentan el principio de
dualidad, lo teoremas, que se construyen a partir de los primeros, here-
dan esta caracterı́stica. Con objeto de no fatigar al lector con excesivas
demostracioens, a continuación se procederá a demostrar, sólamente,
el apartado (a) de los restantes teoremas; el apartado (b), quedará au-
tomáticamente demostrado por efecto del principio de dualidad.

Demostración del teorema T2

(a) x + 1 = 1

1. Se aplica el postulado P5a sobre el elemento neutro del primer
miembro de la igualdad.
x + 1 = x + (x + x)

2. Se aplica el teorema T6a, cuya validez se asumirá en este punto
x + 1 = (x + x) + x

3. Se aplica el teorema T1a x + 1 = (x + x) + x = x + x

4. Finalmente se usa el postulado P5a
x + 1 = (x + x) + x = x + x = 1
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(b) x • 0 = 0 Queda demostrado por dualidad.

Demostración del teorema T3

x = x

Para este teorema se utilizará la demostración por el método tabu-
lar. Como se observa en la tabla 2.6 se han utilizado tres colum-
nas de las cuales, la primera y tercera, se corresponden con los dos
miembros del teorema. Como el único elemento que aparece en el
teorema es el x, tan sólo se necesitan dos filas en la tabla para re-
coger todas las combinaciones lógicas posibles que puede tomar
dicho elemento. La validez del teorema qued demostrada por el
hecho de que las columnas exteriores de la tabla 2.6 son iguales.

Tabla 2.6: Demostración tabular del teorema T3
x x x

0 1 0
1 0 1

Demostración del teorema T4

(a) x + x • y = x

1. Se aplica el postulado P2b al elemento x del primer miembro
de la igualdad x + y • x = x • 1 + x • y

2. Ahora la propiedad distributiva o P4a. x+y •x = x•1+x•y =
x • (1 + y)

3. Según el teorema T2a x+y •x = x•1+x•y = x•(1+y) = x•1
4. Finalmente, por el postulado P2b x + y • x = x • 1 + x • y =

x • (1 + y) = x • 1 = x

La demostración tabular del teorema requiere de una tabla como
la 2.7 donde se han utilizado un conjunto de columnas intermedias
necesarias para la evaluación del primer miembro de la igualdad.
Obsérvese que se necesitan cuatro filas para recoger todos los posi-
bles valores lógicos asignados a los elementos x e y

(b) x • (x + y) = x Queda demostrado por dualidad.

Demostración del teorema T5
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Tabla 2.7: Demostración tabular del teorema T4
x y y • x x + y • x

0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1
1 1 1 1

Tabla 2.8: Demostración tabular del teorema T5
x y x + y x x • y x + x • y

0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 1

(a) x + x • y = x + y

La demostración tabular del teorema requiere de una tabla como la
2.8.

(b) x • (x + y) = x • y Queda demostrado por dualidad.

Demostración del teorema T6

(a) x + (y + z) = (x + y) + z

Se usará el método tabular, por lo que se requiere representar to-
das las combinaciones lógicas posibles de los elementos x, y, z y los
resultados parciales (x + y) e (y + z).

Tabla 2.9: Demostración tabular del teorema T6
x y z (y + z x + (y + z) (x + y) (x + y) + z

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

(b) x • (y • z) = (x • y) • z Queda demostrado por dualidad.

Demostración del teorema T7
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(a) x + y = x • y

La tabla 2.10 comprueba la veracidad del teorema para toda com-
binación lógica de los elementos x e y.

Tabla 2.10: Demostración tabular del teorema T7
x y x + y x + y x y x • y

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0

(b) x • y = x + y Se demuestra por dualidad.

2.3. Variables y funciones binarias

Una variable binaria (también llamada lógica o de conmutación) es un
sı́mbolo (normalmente una letra con algún subı́ndice, o sin él) al cual se le
puede asignar el valor lógico 0 o el valor lógico 1. Las letras x,y,z que se han
utilizado para los enunciados de los postulados y teoremas del álgebra de
conmutación, son ejemplos de variables binarias.

Una función binaria (de conmutación o lógica) de n variables es una regla
que marca o asocia un valor binario (1 o 0) a cada una de las posibles combi-
naciones binarias de las n variables.

Ejemplo.

Para una función de dos variables (x, y), existen cuatro posibles combina-
ciones binarias (x, y) = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}. Una función binaria con-
creta, f(x, y), asocia a cada combinación (x, y) un 1 o un 0. En la tabla 2.11 se
muestra un caso particular de función que para la combinación (x, y) = (1, 1)
asigna un 1 y, para las restantes combinaciones, asigna un 0.

La definición de función de conmutación se puede expresar de modo más
formal.
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Tabla 2.11: Ejemplo de función de conmutación de dos variables
x y f
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Una función de conmutación de n variables es una aplicación del conjunto Bn en B

f : Bn ! B

donde Bn = B1 ⇥ B2 ⇥ B3 . . . ⇥ Bn es el producto cartesiano de los conjuntos de
elementos del álgebra de conmutación y un elemento perteneciente a dicho producto
cartesiano, x 2 Bn, se compone de una n-tupla (x1, x2, x3..xn).

La definición de una función de conmutación de n variables sugiere que
esta pueda ser representada por una tabla de n+1 columnas, de las cuales las
n primeras representan los valores de las variables binarias y, la última, el
valor de la función para cada combinación. Esta tabla de combinaciones se
denomina tabla de verdad.

Tabla 2.12: Tabla de verdad de una función genérica de n variables
x1x2 . . . xn f(x1, x2, . . . , xn)

00 . . . 0 f(0, 0, . . . , 0)
00 . . . 1 f(0, 0, . . . , 1)

. . . . . .
11 . . . 1 f(1, 1, . . . , 1)

Se dice que una función de conmutación es completa cuando ésta se encuentra definida
(toma el valor 0 o 1) para toda combinación de entrada. Una función de conmuta-
ción es incompleta cuando existen combinaciones de entrada a las que no se
les a asociado un valor concreto de la función. Por ahora, todas las funcio-
nes binarias que se presentarán son completas, se deja para el apartado 2.5, el
estudio de las funciones incompletas.

Existen 22n

funciones de conmutación completas de n variables. Si para
n variables existen 2n combinaciones binarias posibles y una función puede
asignar, o el 1 lógico o el 0, a cada combinación binaria de las variables, el
número de funciones distintas es de 22n

. En las tablas 2.13 y 2.14 se muestran
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las 16 funciones de conmutación distintas de 2 variables y a continuación se
realiza una descripción de cada una de ellas.

Tabla 2.13: Tabla de verdad con las 16 funciones posibles de 2 variables.
xy F0 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Tabla 2.14: Tabla de verdad con las 16 funciones posibles de 2 variables (cont).
xy F8 F9 F10 F11 F12 F13 F14 F15

0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1

La función F0 asigna el valor 0 para toda combinación de (x, y). Se puede
decir que F0 = 0. Se denomina como la función constante cero.

La función F1 asigna el valor 1 para la combinación (x,y)=(1,1) y 0 para
las restantes combinaciones. F1 es la función AND y se puede expresar
como F1 = x • y.

La función F2 asigna el valor 1 a la combinación (x,y)=(1,0) y 0 a las
restantes. Algebraicamente puede expresarse como F2 = x • y. Puede
comprobarse que, al substituir cualquier combinación de valores lógicos
de (x,y) en la expresión x • y, sólo, la (x,y)=(1,0), hace que el término
producto valga 1, las restantes generan un resultado igual a 0.

La función F3 asigna el valor lógico 1 a aquellas combinaciones en las
que la variable x vale 1 y 0 a las que x toma el valor 0. Se puede expresar
esta función como F3 = x y se denomina la función transferencia de x.

La función F4, asigna el valor 1 a la entrada (x,y)=(0,1) y 0, a las restantes.
Algebraicamente las podemos expresar como F4 = x • y.

La función F5 asigna el valor 1 lógico a todas aquellas combinaciones en
las que la variable y toma el valor 1, y 0 en aquellas en las que y vale
0. Por tanto F5 se denomina la función transferencia de y y se expresa
como F5 = y.
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La función F6, asigna el valor 1 para (x,y)=(1,0) y (0,1) y 0 para las restan-
tes. Algebraicamente se puede expresar como F6 = x•y+x•y. Substitu-
yendo todas las combinaciones binarias de (x,y) en la expresión anterior
se puede comprobar su validez. Esta función se denomina la función
EXOR (Exclusive-OR) de x e y, se simboliza, también, como x� y.

La función F7 asigna el valor 0 a la combinación (x,y)=(0,0), y 1 a las
restantes. Se puede expresar como F7 = x + y, y es la función OR.

La función F8, asigna el valor 1 a la combinación (x,y)=(0,0), y 0 a las res-
tantes. Nótese que, en comparación con F7, esta función hace su inversa
o su complemento. Se puede expresar como F8 = x + y y es la función
NOR (Negate-OR).

La función F9, asigna el valor 1 a las combinaciones (x,y)=(0,0) y (1,1) y
0 a las restantes. Nótese que, en comparación con F6, la función EXOR,
esta función implementa su complemento. Se puede expresar como F9 =
x • y + x • y, es la función NEXOR (Negate-EXOR).

La función F10 asigna el valor 1 para aquellas entradas en las que y toma
el valor 0, y asigna el 0 para las que y toma el valor 1. Por tanto esta es
la función complemento de y (o función NOT de y) que se representa
como F10 = y. Notése que esta función es la versión complementada de
F5.

La función F11 asigna el valor 0 para la combinación de (x,y)=(0,1) y 1
para las restantes. Nótese que F11 es la versión complementada de F4,
por tanto F11 = F4 = x • y = x + y = x + y.

La función F12 asigna el valor 1 para aquellas entradas en las que x toma
el valor 0, y asigna el 0 para las que x toma el valor 1. Esta es la función
complemento de x ( o función NOT de x) que se representa como F12 =
x.

La función F13 asigna el valor 0 para la combinación (x,y)=(1,0) y 1 para
las restantes. Nótese que F13 es la versión complementada de F2, por
tanto F13 = F2 = x • y = x + y.

La función F14 asigna el valor 0 para la combinación (x,y)=(1,1) y 0 pa-
ra las restantes. Obsérvese que F14 es la versión complementada de F1,
la función AND, y por tanto puede expresarse como F14 = x • y. Se
denomina función NAND (Negate-AND).

La función F15 = 1, es la función constante igual a 1.
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2.4. Expresiones de conmutación

Una expresión de conmutación de n variables consiste en un número finito
de constantes (0, 1) y variables conectados por los operadores (+),(•) y ()de
forma que (+) y (•) no pueden estar adyacentes nunca.

Ejemplos.

x + y • z

a • [(a + b • c) + b]

0 • [(a + 1 • c)]

Cada expresión de conmutación de n-variables describe una única función
de conmutación de n-variables. Esto es, si para una expresión de conmutación
de n variables, se substituyen las n-variables por los 2n valores posibles que
pueden tomar éstas y se opera matemáticamente haciendo uso de los postu-
lados y teoremas del álgebra de conmutación se obtendrá, como resultado de
cada substitución, un 0 o un 1. En definitiva, se está describiendo una función
de conmutación.

Dos expresiones de conmutación A y B se dicen equivalentes ( y se repre-
senta A=B) sii (si y sólo si) ellas describen la misma función de conmutación.
Si para todas las combinaciones posibles de las variables de entradas, la expre-
sión A evalúa lo mismo que la B, ambas son equivalentes. Dicho de otra forma,
la expresión A describe una función de conmutación que puede representarse
mediante su tabla de verdad y del mismo modo, la expresión B describe una
función que, también, es representable en una tabla de verdad. Si ambas tablas
de verdad son idénticas, las expresiones A y B son equivalentes.

Ejemplo.

Sean f y g dos funciones de conmutación descritas por las expresiones
f = a+b•c y g = (a+b)• (a+b+c). Para determinar si estas son equivalentes
entre sı́, se representará la tabla de verdad de f y g (ver tabla 2.15). Obsérvese
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que la función f toma el valor 1 siempre que la variable a sea 1 (f = 1+b•c = 1)
o bien si las variables b y c toman los valores 1 y 0 respectivamente (f = a+1•
0 = a + 1 • 1 = a + 1 = 1). Entonces, f evalúa 1 para las combinaciones en las
variables (a, b, c) = (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1), para cualquier
otra combinación, f evalúa 0. Por otro lado, la función g toma el valor de 0 si
las variables a y b son 0 a la vez (g = (0 + 0) • (0 + 0 + c) = 0 • (0 + 1 + c) = 0)
o si las tres variables (a,b,c) toman los valores (0,1,1) respectivamente (g =
(0 + 1) • (0 + 1 + 1) = 1 • (0 + 0 + 0) = 1 • 0 = 0). Por tanto g toma el valor
0 para las entradas (a, b, c) = (0, 0, 0), (0, 0, 1) y (0, 1, 1), para cualquier otra
combinación, g toma el valor 1. Observando la tabla 2.15, se comprueba que
las expresiones asociadas a las funciones f y g son equivalentes.
Tabla 2.15: Tabla de verdad de las funciones f = a+b•c y g = (a+b)•(a+b+c)

a b c f g
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

2.4.1. Expresiones normales

Se define un literal como una variable binaria que aparece complementada
o sin complementar en una expresión de conmutación

Se llama término producto ( o conjunción ) a un literal o producto de literales.

Se llama término suma ( o disyunción) a un literal o suma de literales.

Una expresión de conmutación representada por un simple término producto
o suma de ellos se llama expresión normal disyuntiva o suma de productos.

Un expresión de conmutación representada por un simple término suma o
producto de ellos se llama expresión normal conjuntiva o producto de sumas.
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Ejemplos.

1. La expresión (a + b) • (a + b + c) tiene tres variables, cinco lı́terales y
dos términos suma (a + b) y (a + b + c). Se puede concluir que es una
expresión en producto de sumas o normal conjuntiva.

2. La expresión a + b • c tiene tres variables, tres literales y dos términos
producto a y b • c, por tanto es una expresión normal disyuntiva o suma
de productos.

3. La expresión a • [(a + b • c) + b], no es una expresión normal. En primer
lugar, el operador complemento no aparece sólo sobre las variables y no
existen claramente ni términos productos ni términos suma.

2.4.2. Expresión en suma de mintérminos o forma canónica
disyuntiva

La expresión normal disyuntiva se define como un término producto o
suma de ellos. Por tanto la expresión 2.1 es un ejemplo que satisface dicha
definición pero que, también, tiene la caracterı́stica de que todas las varia-
bles de la función f , aparecen una vez en cada término producto (comple-
mentadas o sin complementar). Un término producto con esta propiedad se
llama mintérmino o producto estándar. Una expresión consistente sólo de
mintérminos en la que no aparezcan dos iguales se dice que está en forma
canónica disyuntiva, o simplemente, en forma de suma de mintérminos.

f(a, b, c) = a • b • c + a • b • c + a • b • c (2.1)

Para n variables existen 2n mintérminos, ya que cada variable en el término
producto puede aparecer complementada o sin complementar. La lista de los
mintérminos de 2 variables aparece en la tabla 2.16

La lista de los mintérminos de 3 variables aparece en la tabla 2.17
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Tabla 2.16: Lista de mintérminos de dos variables
x1 • x2

x1 • x2

x1 • x2

x1 • x2

Tabla 2.17: Lista de mintérminos de tres variables
x1 • x2 • x3

x1 • x2 • x3

x1 • x2 • x3

x1 • x2 • x3

x1 • x2 • x3

x1 • x2 • x3

x1 • x2 • x3

x1 • x2 • x3

Dada una lista completa de los mintérminos de n-variables, si a cada una
de las n-variables se le asigna el valor 0 o 1, entonces sólo un mintérmino de
la lista tomará el valor 1 y los otros el 0.

Ejemplos. (para 3 variables, usando la tabla 2.17)

Para la entrada (1 1 0) sólo toma el valor 1 el mintérmino x1 • x2 • x3,
mientras que los otros mintérminos, para esta misma entrada, evalúan 0.

Para la entrada (0 0 1) sólo toma el valor 1 el minérmino x1 • x2 • x3 ,
mientras que los otros mintérminos, para esta misma entrada, evalúan 0.

A partir de una combinación de entrada, se puede obtener, directamente,
el mintér-mino de la lista para el que dicha combinación de entrada evalúa 1.
El mintérmino a escoger debe tener las variables complementas para aquellas
entradas que son 0 y sin complementar para las que son 1. Por ejemplo, para
la entrada (x1, x2, x3) = (1, 0, 1) el mintérmino que evalúa 1 es aquel en el que
la variable x1 aparece sin complementar (por ser x1 = 1), x2 aparece comple-
mentada (por ser x2 = 0) y x3 aparece sin complementar (por ser x3 = 1), o
sea, el mintérmino ( x1 • x2 • x3).

Toda función de conmutación puede expresarse en forma canónica de min-
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términos . De hecho, si se escogen los mintérminos asociados a las combina-
ciones de entrada que hagan que la función valga 1 y realizando la suma lógica
de estos, se obtendrı́a una expresión que describirı́a a la función.

Ejemplo. Sea la función f cuya tabla de verdad esta representada por 2.18
Tabla 2.18: Tabla de verdad de una función de tres variables.

x y z f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

En la tabla 2.18 aquellas filas de la tabla correspondientes a combinaciones
de entrada que hacen f = 1 se han destacado en negrita. Los mintérminos
asociados a esas entradas son x • y • z para 010, x • y • z para 011, x • y • z para
101 y x•y • z para 111. Por tanto la suma de estos mintérminos (expresión 2.2)
describe la función f representada en la tabla.

f = x • y • z + x • y • z + x • y • z + x • y • z (2.2)

Para comprobar que la ecuación 2.2 representa la función dada por la ta-
bla 2.18 nos basamos en la propiedad que dice que dada una combinación de
entrada, sólo existe un mintérmino, de todos los posibles, que tomará el valor
1 para dicha combinación, mientras que los restantes toman el valor 0. En la
expresión 2.2 no aparece, por ejemplo, el mintérmino x • y • z, que es el único
que tomarı́a el valor 1 para la combinación de entrada (x, y, z) = (0, 0, 0). Esto
implica que, para dicha combinación, la función f , evalúa 0. Este mismo razo-
namiento se extiende a las entradas (x, y, z) = (0, 0, 1), (1, 0, 0), (1, 1, 0) cuyos
mintérminos asociados no aparecen en la expresión 2.2. Algo diferente ocurre
para la entrada (x, y, z) = (0, 1, 0), cuyo mintérmino, x • y • z, sı́ aparece en
la expresión de f . Si se evalúa la expresión de f para esta nueva entrada, el
mintérmino x • y • z toma el valor 1 y gracias al teorema de los elementos
dominantes T2.a la función f también vale 1. Este razonamiento, se hace ex-
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tensivo a las restantes entradas asociadas a los mintérminos que aparecen en
la expresión que define la función, para las que esta última toma el valor 1.

La expresión en suma de mintérminos de una función de conmutación es
única. No pueden existir dos expresiones canónicas distintas que describan la
misma función de conmutación ya que, al ser distintas, deben diferir en, al
menos, un mintérmino. Este mintérmino provocarı́a que la expresión que lo
contenga tome el valor 1 para una combinación de entrada que aplicada a la
otra expresión, que no lo tiene, hace que esta última tome el valor 0. Si para
una combinación de entrada una expresión evalúa diferente que una segunda
expresión, las funciones descritas por ambas, no pueden ser idénticas.

Toda expresión de conmutación completa puede ser descrita en forma
canónica disyuntiva o suma de mintérminos . Para conseguirlo se deben se-
guir una serie de pasos que se enumeran a continuación.

1. Si se supone que una expresión puede tener cualquier forma (a + b) o
(a • b). Nos interesa que los operadores complemento aparezcan sólo
sobre las variables y no sobre productos o sumas de ellos. Desarrollamos
dichas expresiones aplicando las leyes de Morgan (Teorema T7a ) las
veces que sean necesarias.

2. A continuación se aplica la propiedad distributiva del operador • sobre
el operador + (Postulado 4a) y se simplifican los términos x • x = 0
(Postulado 5b).
Con los dos pasos anteriores, se obliga a que la expresión resultante sea
de tipo normal. Para conseguir los mintérminos cada término producto
de la suma debe contener todas las variables de la función.

3. Se multiplican aquellos términos productos que no contengan todas las
variables de la función por la expresión ⇧(xi+xi) (siendo xi las variables
ausentes del término) y se aplica, de nuevo, la propiedad distributiva del
operador • sobre el operador +.

4. Por último, se simplifican aquellos mintérminos que aparezcan repeti-
dos aplicando el teorema T1a.

Ejemplo. Pasar a forma de mintérminos la expresión f(a, b, c) = [(a • b) + c]
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Paso 1. Se aplica Ley de Morgan.

f(a, b, c) = [(a • b) + c] = [a • b] • c = (a + b) • c

Paso 2. Postulado distributivo.
f(a, b, c) = (a + b) • c = a • c + b • c

Paso 3. Se añaden las variables que faltan a los términos productos y se
aplica el postulado distributivo.
f(a, b, c) = a • c + b • c = a • c • (b + b) + b • c • (a + a) = a • b • c + a • b •
c + a • b • c + a • b • c

Paso 4. Eliminar mintérminos repetidos.
f(a, b, c) = a • b • c + a • b • c + a • b • c + a • b • c

2.4.2.1. Notación m

La Notación m introduce una manera simplificada de representar los
mintérminos de una función. En la tabla 2.19 se han representado la lista de
mintérminos de tres variables y la correspondiente notación simplificada.
Tabla 2.19: Lista de los mintérminos de tres variables, entradas binarias y de-
cimales asociadas y notación m reducida.

x1 • x2 • x3 0 0 0 0 m0

x1 • x2 • x3 0 0 1 1 m1

x1 • x2 • x3 0 1 0 2 m2

x1 • x2 • x3 0 1 1 3 m3

x1 • x2 • x3 1 0 0 4 m4

x1 • x2 • x3 1 0 1 5 m5

x1 • x2 • x3 1 1 0 6 m6

x1 • x2 • x3 1 1 1 7 m7

Ejemplos. Obtenga las expresiones algebraicas de los siguientes mintérminos,
suponiendo que, para todos los casos, se utilizan 4 variables.

m4. El valor binario de la entrada asociada, usando cuatro bits, es 0100,
por tanto m4 = x1 • x2 • x3 • x4
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m14. El valor binario de la entrada asociada, usando cuatro bits, es 1110,
por tanto m14 = x1 • x2 • x3 • x4

Una función de conmutación de n variables puede expresarse de forma
resumida utilizando la Notación m.

Ejemplo. La función f = x1•x2•x3+x1•x2•x3+x1•x2•x3 puede expresarse,
de forma más simplificada, sustituyendo la expresión de cada mintérmino por
el correspondiente sı́mbolo en notación m (ver tabla 2.19 ). Entonces f = m0 +
m2 + m6, que a su vez se puede expresar como f =

P
m(0, 2, 6) =

P
(0, 2, 6).

2.4.3. El primer teorema de expansión

Se lista en dos apartados.

1. Cualquier función de conmutación completa de n variables puede ex-
presarse de la forma dada por la ecuación 2.3, donde las funciones
f(0, x2, .. xn) y f(1, x2, ..xn) se denominan funciones residuo de f pa-
ra x1 = 0 y x1 = 1 respectivamente.

f(x1, x2, . . . , xn) = x1 • f(0, x2, . . . , xn) + x1 • f(1, x2, . . . , xn) (2.3)

La validez del apartado (a) del primer teorema de expansión se hace
extensiva a las restantes variables, x2, x3...xn, y su demostración es muy
simple: substituyendo en ambos miembros de la igualdad de 2.3 x1 = 0
en primer lugar, y, posteriormente x1 = 1, se puede comprobar que se
satisface la igualdad.
Este teorema permite encontrar una expresión de n variables que descri-
ba una función de conmutación, también de n variables, a partir de las
expresiones de los residuos de la dicha función.

Ejemplo. Sea f(a, b, c) = a • [(a + b • c) + b]
La función residuo f(0, b, c) se obtiene haciendo a = 0 en la expresión
asociada a la función del ejemplo. Como se puede deducir, f(0, b, c) = 0.
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De igual forma, la función residuo f(1, b, c) se obtiene haciendo a = 1 en
dicha expresión. f(a, 1, c) = 1 • [(1 + b • c) + b] = b.
Según el apartado (a) del primer teorema de expansión, f(a, b, c) = a •
f(0, b, c) + a • f(1, b, c) = a • 0 + a • b = a • b.

2. Toda función de conmutación completa de n variables puede escribirse
de la forma dada por la expresión 2.4 donde f(i) es el valor que toma
la función f para la entrada decimal i, y mi(x1, x2, .., xn) el mintérmino
asociado a dicha entrada i.

f(x1, x2, . . . , xn) =
2n�1X

i=0

f(i) • mi(x1, x2, . . . , xn) (2.4)

Dicho de otra forma, cualquier función de conmutación completa de n
variables puede expresarse como la suma del producto de lo que evalúa
la función f para cada entrada por el mintérmino asociado a dicha en-
trada.
A continuación se demostrará este apartado del primer teorema de ex-
pansión, para el caso concreto de funciones de tres variables, sin que esto
suponga una merma en la generalidad del mismo.
Sea f(x1, x2, x3) una función de conmutación completa de tres variables.
Por el apartado 1 del primer teorema de expansión, la función de con-
mutación se puede desarrollar por la expresión 2.5

f(x1, x2, x3) = x1 • f(0, x2, x3) + x1 • f(1, x2, x3) (2.5)

A su vez, los residuos de 2.5 son funciones de dos variables que, tam-
bién, son susceptibles de desarrollarse según el apartado 1 del primer
teorema de expansión (ecuación 2.6).

f(x1, x2, x3) = x1 • [x2 • f(0, 0, x3) + x2 • f(0, 1, x3)]
+x1 • [x2f(1, 0, x3) + x2 • f(1, 1, x3)]

= x1 • x2 • f(0, 0, x3) + x1 • x2 • f(0, 1, x3)
+x1 • x2 • f(1, 0, x3) + x1 • x2 • f(1, 1, x3) (2.6)

Las funciones de una variable f(0, 0, x3), f(0, 1, x3), f(1, 0, x3) y f(1, 1,
x3) que aparecen en 2.6, a su vez, pueden desarrollarse según 1 y que
sustituidas en 2.6 permiten expresar f(x1, x2, x3 según ecuación 2.7.
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f(x1, x2, x3) = x1 x2 x3f(0, 0, 0) + x1 x2 x3f(0, 0, 1)
+x1 x2 x3f(0, 1, 0) + x1 x2 x3f(0, 1, 1)
+x1 x2 x3f(1, 0, 0) + x1 x2 x3f(1, 0, 1)
+x1 x2 x3f(1, 1, 0) + x1 x2 x3f(1, 1, 1)

=
P23�1

i=0 mi(x1, x2, x3)f(i) (2.7)

El segundo apartado del primer teorema de expansión da una forma
simple, pero compacta, de expresar cualquier función de conmutación
de n variables.

Ejemplo. Sea f una función de conmutación completa de tres variables
descrita por la tabla de verdad 2.20

Tabla 2.20:
x y z f
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

El segundo apartado del primer teorema de expansión permite expresar
la función f según la ecuación 2.8

f(x1, x2, x3) = x1 x2 x3 • 0 + x1 x2 x3 • 1
+x1 x2 x3 • 1 + x1 x2 x3 • 0
+x1 x2 x3 • 1 + x1 x2 x3 • 0
+x1 x2 x3 • 0 + x1 x2 x3 • 1

= x1 x2 x3 + x1 x2 x3 + x1 x2 x3 + x1 x2 x3 (2.8)

Puede observarse que f viene expresada como la suma de aquellos min-
términos asociados a las entradas para las que la función vale 1 en la
tabla 2.20
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2.4.4. Expresión en suma de maxtérminos o forma canónica
conyuntiva

La expresión normal conjuntiva se define como un término suma o pro-
ducto de ellos. Por tanto la expresión 2.9 es un ejemplo que satisface dicha de-
finición pero que, también, tiene la caracterı́stica de que todas las variables de
la función f , aparecen una vez en cada término suma (complementadas o sin
complementar). Un término suma con esta propiedad se llama maxtérmino
o suma estándar. Una expresión consistente sólo de maxtérminos en la que
no aparezcan dos iguales se dice que está en forma canónica cconjuntiva, o
simplemente, en forma de producto de sumas.

f(a, b, c) = (a + b + c) • (a + b + c) • (a + b + c) (2.9)

Para n variables existen 2n maxtérminos, ya que cada variable en el
término suma puede aparecer complementada o sin complementar. La lista
de los maxtérminos de 2 variables aparece en la tabla 2.21

Tabla 2.21: Lista de maxtérminos de dos variables
x1 + x2

x1 + x2

x1 + x2

x1 + x2

La lista de los maxtérminos de 3 variables aparece en la tabla 2.22
Tabla 2.22: Lista de maxtérminos de tres variables

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

x1 + +x2 + x3

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

x1 + x2 + x3

Dada una lista completa de los maxtérminos de n-variables, si a cada una
de las n-variables se le asigna el valor 0 o 1, entonces sólo un maxtérmino de
la lista tomará el valor 0 y los otros el 1.
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Ejemplo. (para 3 variables, usando la tabla 2.22)

Para la entrada (1 1 0) sólo toma el valor 0 el maxtérmino x1 + x2 + x3,
mientras que los otros maxtérminos, para esta misma entrada, evalúan 1.

Para la entrada (0 0 1) sólo toma el valor 0 el maxtérmino x1 + x2 + x3 ,
mientras que los otros maxtérminos, para esta misma entrada, evalúan 0.

A partir de una combinación de entrada se puede obtener, directamente,
el maxtér-mino de la lista para el que dicha combinación de entrada evalúa 0.
El maxtérmino a escoger debe tener las variables complementas para aquellas
entradas que son 1 y sin complementar para las que son 0. Por ejemplo, para
la entrada (x1, x2, x3) = (1, 0, 1) el maxtérmino que evalúa 1 es aquel en el
que la variable x1 aparece complementada (por ser x1 = 1), x2 aparece sin
complementar (por ser x2 = 0) y x3 aparece complementada (por ser x3 = 1),
o sea, el maxtérmino ( x1 + x2 + x3).

Toda función de conmutación puede expresarse en forma canónica de
maxtérminos . De hecho, si se escogen los maxtérminos asociados a las combi-
naciones de entrada que hagan que la función valga 0 y realizando el producto
lógico de estos, se obtendrı́a una expresión que describirı́a a la función.

Ejemplo. Sea la función f cuya tabla de verdad está representada por 2.23
Tabla 2.23: Tabla de verdad de una función de tres variables.

x y z f
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Se han destacado en negrita aquellas filas de la tabla 2.23 que se correspon-
den a combinaciones de entrada que hacen f = 0. Los maxtérminos asociados
a esas entradas son x + y + z para 000, x + y + z para 001, x + y + z para 100
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y x + y + z para 110. Por tanto el producto de dichos maxtérminos (expresión
2.10) describe la función f representada.

f = (x + y + z) • (x + y + z) • (x + y + z) • (x + y + z) (2.10)

Para comprobar que la ecuación 2.10 representa la función dada por la ta-
bla 2.23 nos basamos en la propiedad que dice que dada una combinación de
entrada, sólo existe un maxtérmino, de todos los posibles, que tomará el valor
0 para dicha combinación, mientras que los restantes toman el valor 1. En la
expresión 2.10 no aparece, por ejemplo, el maxtérmino x+y+z, que es el único
que tomarı́a el valor 0 para la combinación de entrada (x, y, z) = (1, 1, 1). Esto
implica que, para dicha combinación, la función f , evalúa 1. Este mismo razo-
namiento se extiende a las entradas (x, y, z) = (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1) cuyos
maxtérminos asociados no aparecen en la expresión 2.10. Algo diferente ocu-
rre para la entrada (x, y, z) = (0, 0, 0), cuyo maxtérmino, x + y + z, sı́ aparece
en la expresión de f . Si se evalúa la expresión de f para esta nueva entrada,
el maxtérmino x + y + z toma el valor 0 y gracias al teorema de los elementos
dominantes T2.b la función f también vale 0. Este razonamiento, se hace ex-
tensivo a las restantes entradas asociadas a los maxtérminos que aparecen en
la expresión que define la función, para las que esta última toma el valor 0.

La expresión en producto de maxtérminos de una función de conmutación
es única. No pueden existir dos expresiones canónicas distintas que describan
la misma función de conmutación ya que, al ser distintas, deben diferir en, al
menos, un maxtérmino. Este maxtérmino provocarı́a que la expresión que lo
contenga tome el valor 0 para una combinación de entrada que aplicada a la
otra expresión, que no lo tiene, hace que esta última tome el valor 1. Si para
una combinación de entrada una expresión evalúa diferente que una segunda
expresión, las funciones descritas por ambas, no pueden ser idénticas.

Toda expresión de conmutación completa puede ser descrita en forma
canónica conjuntiva o producto de maxtérminos . Para conseguirlo se deben
seguir una serie de pasos que se enumeran a continuación.

1. Si se supone que una expresión puede tener cualquier forma (a + b) o
(a • b). Nos interesa que los operadores complemento aparezcan sólo
sobre las variables y no sobre productos o sumas de ellos. Desarrolla-
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mos dichas expresiones aplicando las leyes de Morgan (Teorema T7b )
las veces que sean necesarias.

2. A continuación se aplica la propiedad distributiva del operador + sobre
el operador • (Postulado 4b) y se simplifican los términos x + x = 1
(Postulado 5a).

Con los dos pasos anteriores, se obliga a que la expresión resultante sea
de tipo normal. Para conseguir los maxtérminos cada término suma del
producto debe contener todas las variables de la función.

3. Se suman a aquellos términos suma que no contengan todas las variables
de la función la expresión

P
(xi•xi) (siendo xi las variables ausentes del

término) y se aplica, de nuevo, la propiedad distributiva del operador +
sobre el operador •.

4. Por último, se simplifican aquellos maxtérminos que aparezcan repeti-
dos aplicando el teorema T1b.

Ejemplo. Pasar a forma de maxtérminos la expresión f(a, b, c) = [(a • b) + c]

Paso 1. Se aplica Ley de Morgan.

f(a, b, c) = [a • b] • c = (a + b) • c

Paso 2. Postulado distributivo.

No es necesario aplicarlo porque la expresión está en forma de producto
de sumas.

Paso 3. Se añaden las variables que faltan a los términos suma y se aplica
el postulado distributivo.

f(a, b, c) = (a + b + c • c) • (c + a • a + b • b) = (a + b + c) • (a + b + c) •
(a + b + c) • (a + b + c) • (a + b + c) • (a + b + c)

Paso 4. Eliminar maxtérminos repetidos.

f(a, b, c) == (a + b + c) • (a + b + c) • (a + b + c) • (a + b + c) • (a + b + c)
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2.4.4.1. Notación M

La Notación M introduce una manera simplificada de representar los
maxtérminos de una función. En la tabla 2.24 se han representado la lista de
maxtérminos de tres variables y la correspondiente notación simplificada.
Tabla 2.24: Lista de los maxtérminos de tres variables, entradas binarias y de-
cimales asociadas y notación M reducida.

x1 + x2 + x3 0 0 0 0 M0

x1 + x2 + x3 0 0 1 1 M1

x1 + x2 + x3 0 1 0 2 M2

x1 + x2 + x3 0 1 1 3 M3

x1 + x2 + x3 1 0 0 4 M4

x1 + x2 + x3 1 0 1 5 M5

x1 + x2 + x3 1 1 0 6 M6

x1 + x2 + x3 1 1 1 7 M7

Ejemplos. Obtenga las expresiones algebraicas de los siguientes maxtérminos,
suponiendo que, para todos los casos, se utilizan 4 variables.

M4. El valor binario de la entrada asociada, usando cuatro bits, es 0100,
por tanto M4 = x1 + x2 + x3 + x4

M14. El valor binario de la entrada asociada, usando cuatro bits, es 1110,
por tanto M14 = x1 + x2 + x3 + x4

Una función de conmutación de n variables puede expresarse de forma
resumida utilizando la Notación M.

Ejemplo. La función f = (x1 + x2 + x3) • (x1 + x2 + x3) • (x1 + x2 + x3)
puede expresarse, de forma más simplificada, sustituyendo la expresión de
cada maxtérmino por el correspondiente sı́mbolo en notación M (ver tabla
2.24 ). Entonces f = M7 • M5 • M1, que a su vez se puede expresar como
f = ⇧M(1, 5, 7) = ⇧(1, 5, 7).
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2.4.5. El segundo teorema de expansión

Se lista en dos apartados.

1. Cualquier función de conmutación completa de n variables puede ex-
presarse de la forma dada por la ecuación 2.11, donde las funciones
f(0, x2, ..xn) y f(1, x2, ..xn) se denominan funciones residuo de f para
x1 = 0 y x1 = 1 respectivamente.

f(x1, x2, . . . , xn) = [x1 + f(0, x2, . . . , xn)]• [x1 + f(1, x2, . . . , xn)] (2.11)

La validez del apartado (a) del segundo teorema de expansión se hace
extensiva a las restantes variables, x2, x3...xn, y su demostración es muy
simple: substituyendo en ambos miembros de la igualdad de 2.11 x1 = 0
en primer lugar, y, posteriormente x1 = 1, se puede comprobar que se
cumple la igualdad.

Este teorema permite encontrar una expresión de n variables que descri-
ba una función de conmutación, también de n variables, a partir de las
expresiones de los residuos de la dicha función.

Ejemplo. Sea f(a, b, c) = a • [(a + b • c) + b]

La función residuo f(0, b, c) se obtiene haciendo a = 0 en la expresión
asociada a la función del ejemplo. Como se puede deducir, f(0, b, c) = 0.
De igual forma, la función residuo f(1, b, c) se obtiene haciendo a = 1 en
dicha expresión. f(a, 1, c) = 1 • [(1 + b • c) + b] = b.

Por el apartado (a) del segundo teorema de expansión, f(a, b, c) = [a +
0] • [a + b] = a • b.

2. Toda función de conmutación completa de n variables puede escribirse
de la forma dada por la expresión 2.12 donde f(i) es el valor que toma
la función f para la entrada decimal i, y Mi(x1, x2, .., xn) el maxtérmino
asociado a dicha entrada i.

f(x1, x2, . . . , xn) = ⇧2n�1
i=0 [f(i) + Mi(x1, x2, . . . , xn)] (2.12)
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Dicho de otra forma, cualquier función de conmutación completa de n
variables puede expresarse como el producto de los términos suma for-
mados por lo que evalúa la función f para cada entrada y el maxtérmino
asociado a dicha entrada.

A continuación se demostrará este apartado del segundo teorema de ex-
pansión, para el caso concreto de funciones de tres variables.

Sea f(x1, x2, x3) una función de conmutación completa de tres variables.
Por el apartado 1 del primer teorema de expansión, la función de con-
mutación se puede desarrollar por la expresión 2.13

f(x1, x2, x3) = [x1 + f(0, x2, x3)] • [x1 + f(1, x2, x3)] (2.13)

A su vez, los residuos de 2.13 son funciones de dos variables que, tam-
bién, son susceptibles de desarrollarse según el apartado 1 del segundo
teorema de expansión (ecuación 2.14).

f(x1, x2, x3) = [x1 + (x2 + f(0, 0, x3) • (x2 + f(0, 1, x3)]
[x1 + (x2 + f(1, 0, x3) • (x2 + f(1, 1, x3)]

= [x1 + x2 + f(0, 0, x3)] • [x1 + x2 + f(0, 1, x3)]
•[x1 + x2 + f(1, 0, x3)] • [x1 + x2 + f(1, 1, x3)] (2.14)

Las funciones de una variable f(0, 0, x3), f(0, 1, x3), f(1, 0, x3) y f(1, 1,
x3) que aparecen en 2.14, a su vez, pueden desarrollarse según 1 y que
sustituidas en 2.14 permiten expresar f(x1, x2, x3 según ecuación 2.15.

f(x1, x2, x3) = [x1 + x2 + x3 + f(0, 0, 0)] • [x1 + x2 + x3 + f(0, 0, 1)]
•[x1 + x2 + x3 + f(0, 1, 0)] • [x1 + x2 + x3 + f(0, 1, 1)]
•[x1 + x2 + x3 + f(1, 0, 0)] • [x1 + x2 + x3 + f(1, 0, 1)]
•[x1 + x2 + x3 + f(1, 1, 0)] • [x3 + x2 + x3 + f(1, 1, 1)]

= ⇧23�1
i=0 [Mi(x1, x2, x3) + f(i)] (2.15)

El segundo apartado del segundo teorema de expansión da una forma
simple, pero compacta, de expresar cualquier función de conmutación
de n variables.
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Ejemplo. Sea f una función de conmutación completa de tres variables
descrita por la tabla de verdad 2.20
El segundo apartado del segundo teorema de expansión permite expre-
sar la función f según la ecuación 2.16

f(x1, x2, x3) = [x1 + x2 + x3 + 0] • [x1 + x2 + x3 + 1]
•[x1 + x2 + x3 + 1] • [x1 + x2 + x3 + 0]
•[x1 + x2 + x3 + 1] • [x1 + x2 + x3 + 0]
•[x1 + x2 + x3 + 0] • [x3 + x2 + x3 + 1]

= [x1 + x2 + x3] • [x1 + x2 + x3]
•[x1 + x2 + x3] • [x1 + x2 + x3] (2.16)

Puede observarse que f viene expresada como el producto de aquellos
maxtérminos asociados a las entradas para las que la función vale 0 en
la tabla 2.20

2.4.6. Relación entre las formas canónicas

Se ha visto que cualquier función de conmutación puede describirse como
suma de mintérminos o como producto de maxtérminos. Una expresión en
suma de mintérminos identifica para qué entradas f toma el valor 1, siendo
evidente que, para las restantes entradas, f vale 0. De igual forma, una expre-
sión en producto de maxtérminos identifica para qué entradas f toma el valor
0, por lo que, para las otras, f vale 1. Pues bien, si f es una función que viene
expresada en suma de mintérminos, entonces f puede expresarse, de forma
directa, como producto de aquellos maxtérminos asociados a las entradas no
contenidas en la expresión dada en suma de mintérminos.

Ejemplo.

f =
X

(0, 1, 2, 7, 10, 14, 15) = ⇡(3, 4, 5, 6, 8, 9, 11, 12, 13)
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De igual forma, una función g expresada como producto de maxtérminos
puede representarse de forma directa como suma de aquellos mintérminos
asociados a las entradas no contenidas en la expresión dada en producto de
maxtérminos.

Ejemplo.
g = ⇡(0, 3, 5, 7) =

X
(1, 2, 4, 6)

2.4.7. Complemento de una función de conmutación

El complemento del mintérmino asociado a una entrada es igual al
maxtérmino de dicha entrada. Para comprobar esta afirmación basta con apli-
car el teorema de Morgan T-7a a un mintérmino dado.

mi = Mi (2.17)

El complemento del maxtérmino asociado a una entrada es igual al min-
término de dicha entrada.

Mi = mi (2.18)

Ejemplo. El mintérmino, m2, y el maxtérmino, M2, asociados a tres variables
de entrada, se expresan, respectivamente, como x•y •z y x+y +z. El comple-
mento del mintérmino m2 es igual a m2 = x • y • z = x+y+z = x+y+z = M2.
De igual forma, el complemento del maxtérmino M2 se representa como
M2 = x + y + z = x • y • z = x • y • z = m2

Sea f una función de conmutación completa de n variables expresada
como la suma de los mintérminos asociados a las entradas que hacen f igual a
1. La función complemento de f , esto es, f , se expresa como el producto de los
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maxtérminos asociados a aquellas entradas que hacen f igual a 1. De hecho,
si f =

P
mi, la función f =

P
mi = ⇧mi = ⇧ Mi.

Sea f una función de conmutación completa de n variables expresada
como el producto de los maxtérminos asociados a las entradas que hacen f
igual a 0. La función complemento de f , esto es, f , se expresa como la su-
ma de los mintérminos asociados a aquellas entradas que hacen f igual a 0.
De igual forma que en párrafo anterior, si f = ⇧Mi, la función f = ⇧Mi =P

Mi =
P

mi.

2.5. Funciones de conmutación incompletas

Las funciones de conmutación incompletas son aquellas que no están defi-
nidas para todo el conjunto de combinaciones de entradas. En la tabla 2.25 se
ha representado una función de conmutación incompleta. Obsérvese que para
las entradas en las que f no está definida se ha puesto una marca (entradas 3
y 5)

Tabla 2.25: Tabla de verdad de una función incompleta de tres variables.
x y z f
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 -
1 0 0 0
1 0 1 -
1 1 0 0
1 1 1 1

Las funciones de conmutación completas tienen un dominio que abarca
todas las combinaciones posibles de las variables de la función, en cambio, las
funciones incompletas, al excluir algunas combinaciones de entradas, tienen
un dominio menor. Para describir matemáticamente una función incompleta
es necesario introducir una función que nos indique el dominio de la misma.
Esta función se denomina función inespecificación o función no importa y se
representa por d(x, y, . . .). Dicha función describe cuáles son las combinacio-
nes de entradas para las que no está definida la función de conmutación.
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Ejemplos.

F (x, y, z) =
P

(0, 1, 7) + d(3, 5).

La función F toma el valor 1 para las entradas 0,1, y 7, no está definida
para las entradas 3 y 5, y toma el valor 0 para las restantes entradas, o
sea, las 2, 4 y 6.

G(x, y, z) = ⇧(2, 4, 6) • d(3, 5).

La función G, toma el valor 0 para las entradas 2,4, y 6, no está definida
para las entradas 3 y 5 y toma el valor 1 para las restantes.

Obsérvese la forma de acompañamiento de la función inespecificación. Pa-
ra suma de mintérminos aparece en suma y para el producto de maxtérmi-
nos, aparece en producto. Esto, en sı́, no es más que un criterio de presenta-
ción puesto que la función inespecificación sólo indica para qué entradas no
está definida la función, se exprese ésta como suma de mintérminos o como
producto de maxtérminos.

2.6. Representación de funciones

Las funciones de conmutación pueden ser representadas usando, funda-
mentalmente, los cuatro métodos que se listan a continuación:

1. Expresión de conmutación

2. Tabla de verdad

3. Mapa de Karnaugh (K-mapa)

4. Representación simbólica

Algunas de estas formas, como expresiones de conmutación y tablas de
verdad ya se han estudiado con anterioridad y no serán repetidas aquı́.
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2.6.1. Mapa de Karnaugh (K-mapa)

El mapa de Karnaugh es un diagrama hecho de cuadros, cada uno de los
cuales está asociado una entrada y su contenido representa el valor que toma
la función para dicha entrada. Su estructura depende del número de variables
de la función. A continuación se representan los K-mapas de 2,3,4 y 5 varia-
bles.

2.6.1.1. Mapas de 2 variables

Esta formado por cuatro cuadros organizados en dos filas y dos columnas.
Los nombres de las variables de entrada se sitúan en la parte superior izquier-
da del mapa y separadas por una lı́nea inclinada (ver figura 2.1). Los valores
que puede tomar la variable x1 se sitúan en la cabecera de las columnas del
K-mapa, mientras que los asociados a la otra variable, x2, se sitúan a la iz-
quierda de las filas del mapa. El nombre de la función representada se sitúa,
habitualmente, debajo del mapa.

La entrada asociada a un determinado cuadro del K-mapa está formada
por los valores lógicos situados en la cabecera de la columna y fila a las que
pertenece el cuadro. Por ejemplo, el cuadro situado en la parte inferior dere-
cha del K-mapa tiene la entrada asociada x1x2 = (11), el del cuadro situado
en la parte inferior izquierda x1x2 = (01), el de la parte superior derecha,
x1x2 = (10) y el de la parte superior izquierda la x1x2 = (0, 0). En el interior
de cada cuadro o celda del K-mapa se puede representar, en decimal, la entra-
da asociada al mismo.

Figura 2.1. K-mapa de dos variables
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Ejemplo. Representa en un K-mapa la función f = x1 + x2. Esta función toma
el valor 0 para la entrada x1x2 = (0, 0) y 1 para las restantes.

Figura 2.2. Representación de la función f = x1 + x2

2.6.1.2. Mapas de 3 variables

Están formados por ocho cuadros organizados en cuatro columnas y dos
filas. Los nombres de las variables se sitúan en la parte superior izquierda
separadas por una lı́nea inclinada. En la parte superior, y horizontalmente,
se sitúan todas las combinaciones posibles de las variables x1x2 y en la parte
izquierda, y verticalmente, las dos combinaciones asociadas a la variable x3.
Es muy importante destacar el hecho de que para las combinaciones de las
variables x1x2 se ha seguido una codificación de tipo Gray, gracias a la cual,
la cabecera de la columna de la izquierda tiene el código 00 y, las siguientes, el
01, el 11 y, el 10. En el próximo capı́tulo se estudiará las ventajas de este tipo
de codificación.

Figura 2.3. K-mapa de tres variables
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Ejemplo. Representar la función f =
P

(0, 4, 6)

Figura 2.4. Representanción en K-mapa de una función de tres variables

2.6.1.3. Mapas de 4 variables

Están formados por 16 cuadros agrupados en cuatro filas y cuatro colum-
nas. Los nombres de las variables se sitúan de forma idéntica a los casos ante-
riores y siguiendo la codificación Gray tanto en horizontal como en vertical.

Figura 2.5. K-mapa de cuatro variables

Ejemplo. Representa la función f =
P

(1, 2, 3) + d(5, 10)
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Figura 2.6. Representación de la función f =
P

(1, 2, 3) + d(5, 10)

2.6.1.4. Mapas de 5 variables

Están formados por 32 cuadros organizados en ocho columnas y cuatro
filas. Los valores asociadas a las entradas que figuran horizontalmente y ver-
ticalmente están ordenados siguiendo la codificación Gray de tres bits y 2 bits
respectivamente.

2.6.1.5. Propiedad de adyacencia de los K-mapas

La propiedad más importante que tienen los K-mapas se deriva de su
construcción. Al utilizar el código Gray para numerar o identificar las filas
y columnas del mapa, cada celda o cuadro del mismo heredará la propiedad
de aquel por la cual las entradas asociadas a los cuadros adyacentes en hori-
zontal o en vertical a uno dado, solo difieren en un bit.

Sea A1 la entrada (o grupo de bits) asociada a un cuadro concreto del K-
mapa y sean A2, A3,. . . las entradas (o grupos de bits) asociadas a todos los



2. Álgebra de Conmutación 105

Figura 2.7. K-mapa de cinco variables

cuadros adyacentes al primero en cualquier dirección (horizontal o vertical),
entonces, el grupo de bits de las entradas A2, A3,. . ., sólo difieren del de la
entrada A1 en un único bit. Expresado de otra forma, si alteramos un único bit
del grupo que forma la entrada A1 asociada a un cuadro, el nuevo grupo de
bits tiene asociado un cuadro del K-mapa que es adyacente horizontalmente
o verticalmente al de la entrada A1.

Figura 2.8. Representación de las celdas adyacentes a los cuadros A y B

En la figura 2.8 se ha representado un K-mapa de 4 bits. El cuadro con la le-
tra A, tiene una entrada asociada igual a (x1, x2, x3, x4) = (0101). Los cuadros
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adyacentes al A, son los que contienen las puntas de flechas y tienen entradas
asociadas (0100),(0001),(1101), (0111). Puede observarse que estas últimas sólo
difieren de la primera en un bit. Las cuatros entradas asociadas a las casillas
adyacentes de A se pueden obtener a partir de (0101) modificando un bit cada
vez.

La propiedad de adyacencia se lleva más allá de los cuadros interiores al
K-mapa. Ası́ los cuadros exteriores tienen adyacencias que se continúan en los
cuadros más alejados de él contenidos en la misma fila y columna. Por ejem-
plo, en la figura 2.8, el cuadro B, cuya entrada asociada es (x1, x2, x3, x4) =
(1010), tiene como cuadros adyacentes aquellos cuyas entradas asociadas son
(1000),(1011),(1110),(0010)

En un K-mapa de n variables, cualquier cuadro del mismo tiene exacta-
mente n cuadros adyacentes. En la figura 2.9 se han representado los cincos
cuadros adyacentes a uno dado en un K-mapa de 5 variables.

Figura 2.9. Representación de las celdas adyacentes al cuadro A en un K-mapa de 5
variables

Los mapas con cinco variables pueden considerarse constituidos por dos
mitades divididas por un eje que separa la columna cuyo código es 010 de
la del código 110 y que, individualmente, actúan o tienen las propiedades de
sendos mapas de cuatro variables. Cuatro de las celdas adyacentes a una da-
da, se encuentran en la misma mitad del K-mapa que contiene dicha celda,
mientras que, la quinta, se sitúa en la misma fila de la otra mitad, pero en la
columna simétricamente distanciada con respecto al eje que divide el mapa,
de la celda original.
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2.6.2. Representación simbólica

Existen sı́mbolos gráficos que representan las funciones lógicas más comu-
nes AND, OR, NOT, etc. En la tabla 2.26 se muestran los sı́mbolos lógicos más
importantes, utilizando la representación clásica y la moderna (sı́mbolo IEEE).

Tabla 2.26: Tabla de operadores lógicos clásicos y normalizados IEEE

La representación simbólica de las funciones de conmutación se consigue
mediante gráficos que representan estos sı́mbolos interconectados.

Ejemplo.

Sea la función de conmutación f = x•y+z•y, su representación simbólica
se muestra en la fı́gura 2.10:
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(a) IEEE

(b) Clásico

Figura 2.10. Representación simbólica de la función f = x•y+z•y, empleando
los componentes de la tabla 2.26.

2.7. Primitivas lógicas: conjuntos completos

Un conjunto de operadores lógicos se considera completo si con ellos y
las variables binarias oportunas, se puede definir cualquier función de con-
mutación completa.

Como se ha visto en apartados anteriores, una función de conmutación
completa puede representarse en una suma de mintérminos o en un produc-
to de maxtérminos. Para la primera representación, se necesitan el operador
AND y NOT para generar cualquier mintérmino y el operador OR para la su-
ma de estos. Para la segunda representación, se necesitan los operadores OR y
NOT para generar cualquier maxtérmino y el operador AND para el producto
de estos. En ambos casos, para definir una función de conmutación completa
se necesitan los operadores lógicos AND, OR y NOT, por lo que el conjunto
de estos tres operadores constituye un conjunto completo. Existen otros mu-
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chos conjuntos completos de operadores, algunos de los cuales se mostrarán
a continuación.

Si las variables de una función de conmutación se disponen o todas com-
plementadas o todas sin complementar, entonces, dichas variables están en
raı́l simple. En cambio, si las variables de una función de conmutación se dis-
ponen tanto complementadas como sin complementar, entontes, dichas varia-
bles están en raı́l doble. Si las variables se disponen en doble raı́l no se necesita
la utilización de operadores NOT para generar mintérminos o maxtérminos,
pero si ellas están en raı́l simple, el uso de operadores NOT, es indispensable
para la generación de cualquier mintérmino o maxtérmino. Atendiendo a la
definición anterior, el conjunto de operadores formado por (AND,OR) consti-
tuye un conjunto completo si las variables se disponen en doble raı́l.

Otros grupos completos de operadores son los formados por (AND, NOT),
(OR, NOT), (NAND) o (NOR). Para comprobar si un grupo de operadores
es completo basta con demostrar si, con los operadores de dicho grupo, se
pueden construir el conjunto (AND, NOT y OR) que, se sabe, es completo.

Demostración de que (AND,NOT) forma un conjunto completo
Si con el conjunto (AND, NOT), se puede construir el operador OR, en-
tonces, dicho conjunto, es completo.
Sea el operador AND(x,y) = x•y, el operador OR(x,y)= x+y y el operador
NOT(x) = x. El operador OR(x,y) se puede contruir mediante la relación
de operadores OR(x,y)=NOT(AND(NOT(x),NOT(Y))). En efecto, NOT(
AND( NOT(x), NOT(y))) = x • y = x + y = x + y.

Demostración de que (OR,NOT) forma un conjunto completo
Se procede de forma similar a la del apartado anterior.
El operador que falta puede construirse según la relación AND(x,y) =
NOT( OR( NOT(x), NOT(y))). De hecho NOT( OR(NOT(x),NOT(y) ) ) =
x + y = x • y = x • y

Demostración de que (NAND) forma un conjunto completo
Si del operador NAND se consigue generar el conjunto de operadores
(AND,NOT), entonces serı́a completo. Sea NAND(x,y) = x • y

-NOT El operador NOT(x) = NAND(x,x). De hecho NAND(x,x)=
x • x = x
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-AND El operador AND(x,y) = NOT( NAND(x,y)). De hecho NOT(
NAND( x, y )) = x • y = x • y

El conjunto formado por el operador (NAND) es completo.

Demostración de que (NOR) forma un conjunto completo
Tan sólo es necesario demostrar que con NOR se puede construir OR y
NOT.

-NOT El operador NOT(x) = NOR(x,x). De hecho NOR(x,x)= x + x = x

-OR El operador OR(x,y) = NOT( NOR(x,y)). De hecho NOT( NOR ( x,
y)) = x + y = x + y

El conjunto formado por el operador (NOR) es completo.
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Ejercicios propuestos

Problema 2.1 Demuestre todos los teoremas del álgebra de conmutación me-
diante el uso de los postulados del álgebra.

Problema 2.2 Demuestre con el álgebra de conmutación que xy + xz + yz =
xy + xz.

Problema 2.3 Exprese en producto de maxtérminos la fórmula de conmuta-
ción siguiente: f = x • [y • (z • x)] + x • z

Problema 2.4 Represente las siguientes funciones de conmutación en tablas
de verdad y K-mapas del número de variables que sean necesarios.

1. f =
P

(1, 2, 6, 7, 12)

2. g = ⇡(0, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12)d(1, 5)

3. h =
P

(3, 4, 7) + d(1)

Problema 2.5 Obtenga las expresiones en suma de mintérminos y producto
de maxtérminos de las funciones de conmutación representadas en la tabla
2.27

Tabla 2.27:
x y z f g
0 0 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 1
0 1 1 - 1
1 0 0 0 0
1 0 1 - 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Problema 2.6 Sea f(x, y, z) =
P

(0, 1, 4, 5, 7). Construya las expresiones en
suma de mintérminos y producto de máxternimos de los residuos f(0, y, z) y
f(1, y, z).
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Problema 2.7 Verificar que se cumple f(x, y, z) = x • f(0, y, z) + x • f(1, y, z)
para f(x, y, z) = ⇧(0, 3, 7).

Problema 2.8 Dadas las funciones f =
P

(0, 1, 3, 7, 12) y g = ⇧(1, 15) calcular
fg y expresarla en suma de mintérminos.

Problema 2.9 Dibujar los circuitos asociados a las funciones representadas en
el problema 2.5. Utilizar simbologı́a clásica e IEEE.

Problema 2.10 Construya una puerta XNOR de cuatro entradas usando puer-
tas XNOR y NOR de dos entradas.

Problema 2.11 Justifica si el operador �(x, y) = xy es funcionalmente com-
pleto si se disponen de un 0 y de un 1.



Capı́tulo 3

Análisis y Diseño de
Circuitos Combinacionales

3.1. Puertas y Familias Lógicas

3.1.1. Puertas Lógicas

Las funciones de conmutación estudiadas en el capı́tulo 2 pueden ser des-
critas por el conjunto de operadores AND, OR y NOT y variables de entrada.
Estos operadores lógicos pueden implementarse fı́sicamente mediante circui-
tos electrónicos que, en lugar de manejar valores lógicos como el 0 y el 1,
utilizan niveles de tensión (voltaje) o corriente (intensidad). Los circuitos que
implementan las operaciones lógicas básicas se denominan PUERTAS LÓGI-
CAS.

Las puertas lógicas contienen componentes electrónicos como transistores,
diodos, etc. y estos se pueden encontrar de forma discreta (distinguibles a
simple vista) o integrada en un sustrato de silicio que se ubica en el interior de
un chip (circuito integrado o CI). La forma más habitual es la última ya que la
primera ocupa gran espacio en comparación con el CI. Los circuitos integrados
pueden tener diversos encapsulados: DIP, PLCC, SOJ, etc tal y como aparece
en la figura 3.1. Además, los CI presentan otras ventajas:

113
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Bajo coste

Bajo consumo

Alta fiabilidad

Alta velocidad de operación

Reducido número de conexiones externas

(a) PLCC (b) DIP (c) SSOP

Figura 3.1. Algunos de los encapsulados con los que se pueden presentar los
circuitos integrados.

Se puede establecer una cladifiación de los CI atendiendo a la escala de
integración, que representa una medida del número de componentes (según
algunos autores) o de puerta lógicas (según otros) integrados en el mismo
chip.

Esta clasificación puede ser:

SSI (Small Scale of Integration). Pequeña escala de integración. Com-
prende aquellos CI que contienen un número menor a 10 puertas lógicas
o menos de 64 componentes.

MSI (Medium Scale of Integration). Escala de integración mediana. In-
cluye aquellos CI que contienen un número de puertas inferior a 100 o
un número de componentes menor a 2K.

LSI (Large Scale of Integration). Gran escala de integración. Incluye
aquellos CI que contienen un número de puertas inferior 10000 o ún
número de componentes menor a 64K.



3. Análisis y Diseño de Circuitos Combinacionales 115

VLSI (Very Large Scale of Integration). Escala de integración muy grande
y comprende aquellos CI con un número menor de 100000 puertas o con
menos de 2M componentes.

ULSI (Ultra Large Scale of Integration). Escala de integración ultra gran-
de. Aquı́ se incluyen todos los circuitos con un número mayor de 100000
puertas o más de 2M componentes.

3.1.2. Familias Lógicas

Una misma puerta lógica puede diseñarse internamente con componen-
tes electrónicos diferentes provocando que las caracterı́sticas eléctricas de un
mismo operador lógico sean distintas. Ası́, por ejemplo, los valores de tensión
e intensidad para las entradas y salida de una puerta AND fabricada con una
tecnologı́a pueden diferir de los de otra puerta AND que se haya fabricado
con una tecnologı́a diferente. No obstante, en ambos casos, la función lógica
que implementa la puerta es la misma.

El conjunto de todos los componentes lógicos que han sido fabricados uti-
lizando la misma tecnologı́a se denomina FAMILIA LÓGICA. En la tabla 3.1
se muestran las principales familias lógicas agrupadas en dos grandes ramas:
bipolar y MOS, que dan su nombre por el tipo de transitor que utilizan. Las
familias más importantes son la CMOS y la TTL.

Tabla 3.1: Principales familias lógicas

Bipolar MOS
TTL pMOS
ECL nMOS
I2L CMOS

Cada familia, a su vez, se divide en una gran variedad de subfamilias o
series lógicas. Por ejemplo, en la familia TTL se pueden encontrar las series:
74(TTL estándar), 74H (High Speed), 74L (Low Power), 74S (Schottky), 74LS
(Low power Schottky), 74AS (Advanced Schottky), 74ALS (Advanced Low
Power Schotkky), 74F (Fast), etc.; y para la familia CMOS las series: 74HC
(High Speed CMOS), 74HCT ( High Speed CMOS, TTL compatible), 74AC
(Advanced CMOS), 74ACT (Advanced CMOS, TTL compatible), 74FCT (Fast
CMOS, TTL compatible), etc.
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Dentro de cada serie se utiliza una numeración para identificar a un tipo
de puerta lógica. Esta numeración se mantiene, incluso, para otras series lógi-
cas. Por ejemplo, el C.I. 74LS00 contiene 4 puertas NAND, el C.I. 74LS04 con-
tiene 6 puertas NOT, el C.I. 74LS08 contiene 4 puertas AND, todas ellas con
tecnologı́a TTL Low Schottky. Por su parte, el C.I. 74HC00 contiene 4 puer-
tas NAND, el 74HC04 seis puertas NOT, ambas, con tecnologı́a High Speed
CMOS.

La figura 3.2 muestra el patillaje del circuito integrado 74AS08 y las fun-
ciones lógicas de las puertas que contiene. Puede observarse la existencia de
terminales adicionales a los propios operadores, como son Vcc y GND, deno-
minados alimentación y tierra respectivamente, y que suministran la tensión
e intensidad necesarias para el funcionamiento del chip. El términal GND se
conecta al nivel de tensión bajo (0 lógico), mientras que Vcc a 5V (3,3V) o nivel
de tensión alto (1 lógico).

(a) Encapsulado (b) Función lógica

Figura 3.2. Descripción del circuito 74AS08.

La documentación técnica de una determinada puerta lógica incluye la ta-
bla de verdad (function table) de la misma.

Como se puede observar en la figura 3.3, la tabla de función no contiene ni
el valor lógico 0, ni el 1. El fabricante muestra los niveles de tensión de entrada
y salida, H para el nivel alto, L para el nivel bajo y X para cualquier nivel de
tensión (alto o bajo). Si las entradas A y B tienen un nivel alto de tensión, la
salida genera un nivel alto de tensión; si la entrada A o la B tienen un nivel
bajo de tensión, L, independientemente del nivel de tensión de la otra entrada,
X, la salida mostrará un nivel bajo, L. Obsérvese que el comportamiento de
la puerta se corresponde con el de una puerta AND, tan sólo se tienen que
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Figura 3.3. Tabla de función de cada puerta lógica del circuito 74AS08

sustituir los valores de tensión alto y bajo, por unos y ceros. Si se usa lógica
positiva, el nivel de tensión alto representa al 1 lógico (H=1), y el nivel de
tensión bajo, al 0 lógico (L=0). Si se usa lógica negativa, el nivel de tensión
alto es el 0 lógico(H=0), y el nivel de tensión bajo, el 1 lógico (L=1)

En la figura 3.4 se muestran diferentes circuitos junto con sus tablas de
función.

(a) Encapsulado (b) Simbólos (c) Tabla de función

(d) Encapsulado (e) Simbólos (f) Tabla de función

Figura 3.4. Descripción del circuito 74AS04 (HEX NOT) y 74AS00 (QUAD NAND).
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3.1.3. Caracterı́sticas eléctricas de las puertas lógicas

Los fabricantes de CI incorporan, en la documentación técnica de los chips,
las especificaciones eléctricas y temporales de los mismos. En las tablas 3.2
y 3.3 se muestran partes de una hoja de datos de la puerta lógica comercial
(74AS04) y de su versión militar (54AS04), que recogen algunos de los paráme-
tros eléctricos más importantes para el diseño electrónico. A continuación se
explicarán algunos de estos parámetros.

Tabla 3.2: Condiciones de trabajo recomendadas para el 74AS04

Tabla 3.3: Caracterı́sticas eléctricas del 74AS04

3.1.3.1. Tensión o voltaje de alimentación

Se designa como VCC (Supply voltage ) y recoge los valores mı́nimo, máxi-
mo y nominal, referidos a tierra (GND), que se necesitan en el terminal VCC

para que el CI funcione. En la tabla 3.2 y para el integrado (74AS04), la ten-
sión nominal de alimentación es de 5V, aunque el fabricante da un margen de
valores que aseguran el buen funcionamiento del circuito ([4,5V, 5,5V ]). Fuera
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del citado margen, el circuito puede no operar o, incluso, deteriorarse.

3.1.3.2. Función de transferencia

La representación del voltaje de salida de la puerta lógica frente al volta-
je de entrada no suele ser suministrado por el fabricante, pero nos sirve para
entender algunos parámetros eléctricos que sı́ aparecen en las tablas de carac-
terı́sticas.

Si a una puerta de tipo inversor como el 74AS04, se conecta en su entrada
un generador de tensión que pueda variar entre cero y cinco voltios y, en su
salida, un medidor, la representación gráfica de los valores que da el medidor
para cada tensión generada en su entrada, tendrı́a la forma que se muestra en
la figura 3.5.

Figura 3.5. Inversor y su función de transferencia.

Como se aprecia en la figura 3.5, para tensiones de entrada bajas (por ejem-
plo 0 V), la salida muestra un nivel alto de tensión (⇡ 5V ); para tensiones más
altas de entrada (p.e. 5V), la salida presenta un nivel bajo de tensión (⇡ 0V )y
para tensiones intermedias existe una región de transición. Salvo para la re-
gión de transición, el comportamiento de la puerta se corresponde con el de
un inversor lógico, ası́, para un nivel bajo de tensión (0 lógico) en la entrada,
la salida presenta un nivel alto de tensión (1 lógico) y si la entrada tiene un
nivel alto (1 lógico), la salida presenta un nivel bajo (0 lógico). No se deben
restringir los valores de tensión asociados al cero y uno lógicos a cantidades
concretas, sino, más bien, a intervalos de valores para los que el modo de ope-
ración del CI se corresponda con el del operador lógico que implementa. Por
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lo que muestra la figura 3.5 los lı́mites de esos intervalos se establecen a partir
de los puntos de la curva de transferencia Vo � Vi que tiene pendiente �1. Las
coordenadas de estos puntos definen los siguientes parámetros:

VIH Es la mı́nima tensión de entrada que se considera como un 1 lógico.

VIL Es la máxima tensión de entrada que se considera como un 0 lógico.

VOH Es la mı́nima tensión de salida que se considera como un 1 lógico.

VOL Es la máxima tensión de salida que se considera como un 0 lógico.

Cualquier tensión de entrada comprendida en el rango Vi 2 [0, VIL] es
un 0 lógico y genera una tensión de salida comprendida en el rango Vo 2
[VOH , VCC ] que se considera un 1 lógico.

Cualquier tensión de entrada comprendida en el rango Vi 2 [VIH , VCC ]
es un 1 lógico y genera una tensión de salida comprendida en el rango de
Vo 2 [0, VOL] que se considera un 0 lógico.

Por último, cualquier tensión de entrada comprendida entre Vi 2
[VIL, VIH ] genera una tensión de salida comprendida entre Vo 2 [VOH , VOL, ]
al que no se le asocia ningún valor lógico (zona de transición).

Para el CI 74AS04, cuyas hojas de caracterı́sticas aparecen en la tabla 3.3,
los valores tipicos de estos parámetros son: VIL = 0,8V , VIH = 2V , VOH = 3V
para VCC = 5V y VOL = 0,35V (valor tı́pico). Se destaca el hecho de que los
niveles de tensión para los valores lógicos del 0 y del 1 varı́a de la entrada a la
salida. En la figura 3.6 se han dibujado esos rangos.

En la tabla 3.4 se muestra como varı́an estos parámetros de una serie a otra.
Tabla 3.4: Parámetros VIH , VIL,VOH y VOL de varias series lógicas.

74 74LS 74ALS 74F 74HC 74HCT 74AC
VIH 1,8V 2,2V 2,2V 2V 3,15V 2V 3,25V
VIL 0,6V 0,8V 0,9V 0,8V 1,35V 0,8V 1,65V
VOH 2,2V 2,9V 2,9V 2,7V 3,98V 3,98V 3,94V
VOL 0,2V 0,5V 0,6V 0,5V 0,26V 0,26V 0,36V
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Figura 3.6. Intervalos de tensiones asignadas para un cero y uno lógicos en entrada y
salida del inversor 74AS04.
3.1.3.3. Margénes de ruido

En la sección anterior nos encontramos con que los rangos para los unos y
ceros lógicos varı́an dependiendo de si estos son de entrada o salida. Además,
para la salida, dichos rangos son más restrictivos que para la entrada. Esta ca-
racterı́stica no es una casualidad sino una necesidad. En la figura 3.7 se han
representado dos inversores conectados en serie (la salida del primer inversor
con la entrada del segundo) mediante un cable que es susceptible de recibir
voltajes inducidos externos (ruido) que se suman al nivel de tensión que gene-
ra el primer inversor. Es deseable que el conjunto de los dos inversores trabaje
adecuadamente, a pesar de la existencia de ruido externo, siempre que éste se
mantenga por debajo de un cierto nivel.

Figura 3.7. Dos inversores en cascada cuya interconexión está sometida a ruido ex-
terno.

Si el primer inversor genera un 0 lógico como una tensión dada por VOL

y a ésta, se le suma cierto voltaje de ruido, VN , para que el segundo inversor
interprete adecuadamente la entrada como un 0 lógico, su VIL debe ser lo
suficientemente grande como para que VOL + VN  VIL. Igualmente, si el
primer inversor genera un 1 lógico como una tensión dada por VOH , a la que
se le suma el ruido, VN , el receptor debe interpretar correctamente el 1 lógico
si VIH  VOH � VN



122 3.1. Puertas y Familias Lógicas

Figura 3.8. Márgenes de ruido.

El margen de ruido representa la máxima amplitud de ruido medida en
voltios, bajo la cual una puerta lógica puede funcionar correctamente. Existe
un margen para el nivel alto, MH , o margen de ruido superior y otro para el
nivel bajo, ML o margen de ruido inferior.

MH = VOH � VIH . Representa la máxima tensión de ruido admisible
que no alterarı́a la interpretación de un uno lógico en la entrada de una
puerta lógica.

ML = VIL � VOL. Representa la máxima tensión de ruido admisible
que no alterarı́a la interpretación de un cero lógico en la entrada de una
puerta lógica.

El márgen de ruido, M, de una serie lógica se define como el menor valor
entre MH y ML. Para el circuito integrado 74AS04, MH = 1V y ML = 0,45V ,
por consiguiente, su márgen de ruido es de M = 0,45V . En la tabla 3.5 se han
representado los márgenes de ruido de algunas familias lógicas. Obsérvese
que los circuitos CMOS son los que mayor margen de ruido disponen.

Tabla 3.5: Márgenes de ruido de algunas series lógicas.

74 74LS 74ALS 74F 74HC 74HCT 74AC
M 0,4V 0,3V 0,3V 0,3V 0,83 0,54V 0,29V
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3.1.3.4. Corrientes de entrada y salida

Los terminales o pines de los circuitos integrados presentan intensidades
(corrientes) que a su vez pueden ser de entrada hacia el interior del circuito
(en cuyo caso se consideran positivas) o de salida hacia el exterior del mismo
(corrientes negativas).

Figura 3.9. Intensidades de entrada y salida de un inversor.

El diseñador electrónico debe tener en cuenta las intensidades de entrada
y salida de cada puerta lógica a la hora de interconectarla con otras puertas o
con componentes analógicos como LEDS, resistencias, etc. Los fabricantes de
suelen suministrar los siguientes parámetros:

IIH(max) = Es la máxima intensidad que circula por la entrada de la puer-
ta lógica cuando esta tiene un uno lógico.

IIL(max) = Es la máxima intensidad que circula por la entrada de la puer-
ta lógica cuando esta tiene un cero lógico.

IOH(max) = Es la máxima intensidad que circula por la salida de la puerta
lógica cuando esta tiene un uno lógico.

IOL(max) = Es la máxima intensidad que circula por la salida de la puerta
lógica cuando esta tiene un cero lógico.

La tabla 3.6 recoge los parámetros de intensidad de algunas de las familias
lógicas más importantes. Obsérvese que los dispositivos con tecnologı́a CMOS
presentan menores intensidades que los de tecnologı́a TTL.

3.1.3.5. Abanico de salida Fan-out

El fan-out define el número máximo de puertas lógicas que pueden conec-
tarse a una puerta dada y se expresa en U.L. (unidades lógicas).
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Tabla 3.6: Tabla con los parámetros IIH(max), IIL(max), IOH(max) e IOL(max) de
algunas series lógicas.

74 74LS 74ALS 74F 74HC 74HCT 74AC
IIH 40µA 20µA 20µA 20µA 0,1µA 0,1µA 0,1µA
IIL -1,6mA -0,360mA -0,2mA -0,6mA -0,1mA -0,1mA -0,1mA
IOH -0,4mA -0,4mA -0,4mA -1mA -4mA -4mA -24mA
IOL 16mA 8mA 8mA 20mA 4mA 4mA 24mA

Supóngase que, a la salida de un inversor del tipo 74AS04, se conectan un
número N de inversores del mismo tipo. Supóngase, también, que la salida
del primer inversor (A) es un uno lógico, tal como muestra en la figura 3.10,
donde, además, se han representado los sentidos reales de corriente.

Figura 3.10. Conjunto de N inversores conectados a uno dado que genera un 1 lógico
en su salida.

Cuando la puerta A genera un uno lógico en su salida, la intensidad máxi-
ma que ésta puede suministrar (por ser negativa) es de IOH = �2mA. Por otro
lado, los inversores numerados desde el 1 hasta el N, si tienen un uno lógi-
co en sus entradas, reciben, cada uno, una intensidad hacia el interior igual
a IIH = 20µA. Por tanto, el número máximo, N, de puertas que se pueden
conectar a una dad que genera un 1 lógico en su salida serı́a de: N⇥IIH = IOH .
Para el 74AS04, N = 100.

La figura 3.11 muestra los sentidos de las corrientes para el supuesto en el
que el inversor A genera un cero lógico en su salida. La intensidad máxima
que la puerta A es capaz de absorber es de IOL = 20mA. Las puertas 1,2,
..N, que tienen un cero lógico en sus entradas son capaces de suministrar un
máximo de N ⇥IIL = N ⇥0,5mA. Por tanto, el número máximo de inversores
que pueden conectarse en esta situación al 74AS04 es de N = 20mA/0,5mA =
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40.

Figura 3.11. Conjunto de N inversores conectados a uno dado que genera un 0 lógico
en su salida.

El fan-out es valor más restrictivo de N para los dos supuestos anteriores y
que, para la familia 74AS, es de 40 U.L. En la tabla 3.7 se muestran los fan-outs
de algunas series lógicas.

Tabla 3.7: Fan-out de algunas series lógicas.

74 74LS 74ALS 74F 74HC 74HCT 74AC
10 UL 20 UL 20 UL 33 UL 40 UL 40 UL 24 UL

3.1.3.6. Disipación de potencia

Es la potencia disipada por el circuito integrado y se mide, normalmente,
en mW . Un parámetro asociado es la intensidad Icc o corriente que pasa a
través del pin de alimentación Vcc. Al igual que las intensidades que circulan
por los terminales de las puertas lógicas cambian en función de los niveles
lógicos de estos, la intensidad que se suministra por el terminal Vcc también
lo hace. El fabricante muestra dos valores de Icc: Icch e Iccl, que se correspon-
den con las intensidades cuando las salidas del circuito integrado están a uno
lógico y a cero lógico respectivamente. Tomando el valor medio de Icch e Iccl

se puede obtener una buena aproximación del consumo real del integrado.

Potencia = Vcc
Icch + Icch

2
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3.1.4. Caracterı́sticas temporales

Algunos parámetros de gran importancia que miden la capacidad de res-
puesta de los circuitos integrados digitales son los tiempos de propagación o
tiempos de retraso.

Figura 3.12. Tiempos de subida y bajada

tLH = Es el tiempo que tarda la salida de la puerta en pasar desde un
nivel bajo de tensión a un nivel alto (tiempo de subida).

tHL = Es el tiempo que tarda la salida de la puerta en pasar desde un
nivel alto de tensión a un nivel bajo (tiempo de bajada).

Los tiempos tLH y tHL se miden desde 10 % al 90 % de la señal de salida.

Aparte de los tiempos de subida y bajada, que definen la duración de la
transición en la respuesta de la puerta, se tiene el tiempo de retardo,tp que
mide cuánto tardarı́a una transición en la entrada de una puerta en reflejarse
en su salida. Existen dos modalidades:

Figura 3.13. Tiempos de propagación

tpLH
= Mide el tiempo transcurrido desde que se produce una transición

en la entrada de la puerta, y la salida de la misma comienza a sufrir una
transición desde el nivel bajo al nivel alto.
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tpHL
= Mide el tiempo transcurrido desde que se produce una transición

en la entrada de la puerta, y la salida de la misma comienza a sufrir una
transición desde el nivel alto al nivel bajo.

Tal y como se presenta en la figura 3.13, estos tiempos se miden desde el
instante en que la señal de entrada (Vi) alcanza el 50 % de su valor máximo,
hasta el instante en que la señal de salida (Vo) alcanza, también, el 50 %.

Para el 74AS04, el fabricante da los valores que se resumen en la tabla 3.8
Tabla 3.8: Caracterı́sticas temporales de la puerta 74AS04 según suministra su fabri-
cante.

En la mayorı́a de las situaciones no es necesario diferenciar entre tpHL
y

tpHL
por lo que se da un único valor de propagación tp que se obtiene a partir

del valor medio de los dos valores anteriores.

tp =
tpHL

+ tpHL

2

Tabla 3.9: Tiempos de transición y propagación de algunas series lógicas.

74 74LS 74ALS 74F 74HC 74HCT 74AC
tLH 15ns 13ns 10ns 2.5ns 7ns 7ns -
tHL 10ns 3ns 6ns 2.5ns 7ns 7ns -
tpLH

11ns 8ns 4ns 3.7ns 9ns 12ns 5ns
tpHL

7ns 8ns 4ns 3.2ns 9ns 12ns 4.4ns



128 3.2. Análisis de circuitos combinacionales

3.2. Análisis de circuitos combinacionales

Un circuito combinacional es un circuito digital cuyas salidas, en un ins-
tante determinado y sin considerar los tiempos de propagación de las puertas,
son función, exclusivamente, de la combinación de valores binarios de las en-
tradas del circuito en ese mismo instante. En el circuito combinacional, para
cada posible combinación de valores de entrada sólo existe un único valor
binario de salida.

El análisis de un circuito combinacional trata de dar el conjunto de fun-
ciones lógicas representadas por el mismo o/y su tabla de verdad o/y su K-
mapa. En definitiva, definir y expresar, de forma ordenada, los valores que
toman las salidas del circuito para todas las posibles combinaciones de valo-
res en sus entradas.

Ejemplo. Analice el circuito de la figura 3.14, constituido por un único chip de
puertas NAND.

Figura 3.14. Esquema de un circuito digital construido con un único chip 74AS00

A partir del encapsulado del 74AS00 (que se muestra en la figura 3.15.a )
y sabiendo que éste está formado por cuatro puertas NAND cuyas entradas
están marcadas con las letras A,B y, su salida, con la Y, se puede construir el
esquema de circuito (o representación simbólica) que se muestra en la figura
3.15.b.

De la representación inicial mostrada en la figura 3.14, se han eliminado
los terminales de alimentación que, aunque son necesarios para que las puer-
tas lógicas del circuito integrado operen correctamente en implementaciones
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(a) (b)

Figura 3.15. Encapsulado del 74AS00 (a) y circuito equivalente al de la figura 3.14(b).

reales, no afectan a la descripción de como, el conjunto del cableado y puertas
utilizadas, funciona.

A partir de la representación simbólica se obtiene, de forma más fácil, la
expresión, y/o la tabla de verdad, que describe el comportamiento de la salida
F según los valores de las variables de entrada x,y,z. A modo de ejemplo, se
sugiere que el lector obtenga, directamente, la tabla de verdad del circuito de
la figura 3.15b . Para conseguirlo, se necesitan determinar los valores lógicos
de todos los nodos1 del esquema para cada combinación de entrada (tabla
3.10).

Tabla 3.10: Tabla de verdad del circuito sometido a análisis.
x y z f
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0

Si el lector ha seguido la sugerencia de obtener la tabla de verdad directa-
mente del esquemático del circuito, habrá comprobado que el tiempo inverti-
do en ello es largo y puede imaginar que, si el circuito hubiera tenido cuatro o
más variables y/o más puertas lógicas, dicho tiempo serı́a, aún, mucho mayor.

1Entiéndase por nodo a cada extremo (o terminal) de un componente en el esquema.
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El análisis de un circuito que viene representado por el conexionado entre
los pines de los encapsulados de los chips que lo forman, requiere el cono-
cimiento del patillaje de todos los encapsulados, convirtiendo el análisis en
un proceso tedioso que no añade ningún valor a la descripción funcional del
circuito. Asimismo, en dichos circuitos aparecen terminales de alimentación
y tierra que son fundamentales para que la implementación fı́sica funcione,
pero que no influyen en el comportamiento lógico de los mismos. Por todas
estas razones, los circuitos que se analizarán, a partir de ahora, sólo contienen
los sı́mbolos lógicos de las puertas que lo forman y las interconexiones entre
ellos.

Se pueden suministrar unos criterios a seguir en el análisis de circuitos
combinacionales.

1. Etiquetar o señalar con sı́mbolos las salidas de las puertas que son fun-
ción de las variables de entrada. Obtener la función de Boole para cada
una de estas puertas.

2. Etiquetar con sı́mbolos las salidas de las puertas que son función de
puertas etiquetadas o/y variables de entrada.

3. Repetir 2 hasta que se llegue a la salida del circuito. Obtener las funcio-
nes de Boole

4. Por sustitución repetida de las etiquetas, obtener la expresión algebraica
de la salida en función de las variables de entrada

Ejemplo. Analizar el circuito de la figura 3.16

Paso1: Se han etiquetado la salida del inversor, A, y de la puerta OR, B.
A = a

B = b + c

Paso 2 y 3: Se etiquetan las restantes puertas hasta llegar a F.
C = A • b

D = B • d

F = C + D
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Figura 3.16. Circuito sometido a análisis.

Paso 4: Se sustituyen en F las etiquetas, de forma sucesiva, hasta conse-
guir la expresión final.

F = A • b + B • d = a • b + B + d = a • b + b • c + d

3.2.1. Análisis temporal de circuitos combinacionales

El análisis temporal de la salida (o salidas) de un circuito es una represen-
tación de la evolución en el tiempo de los niveles de tensión de dicha salida,
para una evolución determinada en las entradas del mismo. El análisis tempo-
ral puede abordarse desde diferentes modos que se mostrarán con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo.

Dadas las secuencias temporales de las variables x,y,z para el circuito de
la figura 3.17, se desea obtener la evolución temporal de la salida del mismo.

El análisis lógico del circuito de la figura 3.17 permite expresar f = x z +
x y z cuya tabla de verdad se muestra en la tabla 3.11

En la evolución temporal de las entradas x,y,z que se dan en la figura
3.17.b, se identifican aquellos periodos o intervalos de tiempo para los que
las tres entradas simultáneamente permanezcan constantes. La salida del cir-
cuito para cada intervalo identificado se obtiene haciendo uso de la tabla 3.11
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(a) Circuito (b) Secuencia temporal entradas x, z

Figura 3.17. Esquema y secuencias temporales de entrada del circuito sometido a
análisis.

Tabla 3.11: Tabla de verdad del circuito de la figura 3.17a.

x y z f
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 1

con los valores de las entradas x,y,z para dicho intervalo (figura 3.18).

También se podrı́a obtener la evolución temporal de la salida sin necesidad
de analizar previamente el circuito y obtener su tabla de verdad. A partir de
las entradas x, y, z se procede a representar la evolución temporal de cada
uno de los nodos del circuito hasta llegar a la salida f . En la figura 3.19 se
muestra este método. Obsérvese que éste requiere de un número mayor de
representaciones temporales.

En el análisis temporal de este ejemplo no se han contemplado los retra-
sos o tiempos de propagación de las puertas lógicas tp, de modo que, cuando
existe un cambio de valor en la entrada, se ha supuesto que las puertas lógi-
cas trasladan ese cambio a sus salidas inmediatamente. El análisis temporal
de circuitos que contienen puertas lógicas con tp no nulo, precisa de una re-
solución nodo a nodo y en la que, los cambios en las entradas de las puertas
lógicas provocan transiciones en sus salidas un tiempo tp posterior. En la fi-
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x

z

f

0 0 0 1 1 0 0

0 1 0 0 1 1 0

1 0 1 0 1 0 1

Figura 3.18. Análisis temporal del circuito de la figura 3.17 utilizando la tabla
3.11 para y=1.

gura 3.20 se muestra el procedimiento de resolución. Obsérvese, por ejemplo,
que cuando la entrada x pasa de valer 0 a 1, la salida del inversor, x, pasa de 1
a 0 después de un cierto tiempo.

3.2.1.1. Azares

Al hacer el estudio temporal de la salida de algunos circuitos en los que se
contemplan los fenómenos de retrasos en las puertas, puede aparecer discre-
pancias (a modo de pulsos estrechos) en la salida de los mismos con respecto
al estudio lógico. Estos pulsos se denominan azares.

Ejemplo. Supóngase que las puertas NAND, OR y AND del circuito de la
figura 3.21 presentan retardos de 20ns, 10ns y 1ns respectivamente. Un estudio
lógico del circuito nos indica que f = ab = (1 • A)(0 + A) = AA = 0. No
obstante, un análisis temporal del mismo, en el que se incluyan los tiempos
de retraso de las puertas lógicas generan la aparición de un pequeño pulso
transitorio a la salida. Dicho pulso se conoce como azar.
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x

z

B = x z

A = x z

f

Figura 3.19. Análisis temporal del circuito de la figura 3.17 sin necesidad de
obtener la tabla de verdad y para el que se deben determinar la evolución en
los puntos A y B del circuito.

3.3. Diseño de circuitos combinacionales

El diseño de circuitos combinacionales trata el problema inverso al análi-
sis: a partir de una especificación inicial, se desean determinar las ecuaciones
boolenas (o tabla de verdad) que satisfagan dicha especificación y, de éstas, el
esquema del circuito.

Ejemplo. Se desea diseñar un sistema de aviso muy simple para un coche, que
debe operar del siguiente modo:

Si el motor está apagado y las puertas abiertas, sonará una alarma

Si el motor está encendido y el freno de mano está puesto, también so-
nará la alarma.

En el diseño de este sistema de aviso, hay dos partes diferenciadas: por
un lado la electrónica de medida, que comprende todos los componentes ne-
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Figura 3.20. Análisis temporal del circuito de la figura 3.17 para puertas lógicas reales
con un tiempo de retraso de tp.
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(a) (b)

Figura 3.21. Representación de un azar para un circuito real: (a) Circuito (b) Secuen-
cias temporales en los nodos

cesarios para la detección y medición de los parámetros fı́sicos, ası́ como la
conversión de las respuestas de estos a unos niveles de tensión adecuados; por
otro lado, la electrónica “de decisión” que activa la alarma cuando se cumplen
las condiciones expresadas en las especificaciones y que será el objeto de este
capı́tulo.

Independientemente de los sensores utilizados para la detección de si al-
guna puerta está abierta o no, si el freno de mano está puesto o no, si el motor
está encendido o no, podemos suponer que estos parámetros pueden ser trata-
dos como variables binarias que, en función de los valores lógicos que toman,
indican el estado asociado al parámetro. Por ejemplo, sea f la variable binaria
asociada al estado del freno de mano. Si f = 1 se puede suponer que el freno
esta puesto y si f=0 que no lo está. Por tanto, sean f ,e,p tres variables binarias
que indican:

f: freno de mano. Toma el valor 1 si está puesto y 0 en caso contrario.

p: Puerta. Toma el valor 1 si alguna de las puertas del coche están abier-
tas y 0 cuando todas las puertas están cerradas.

e: Encendido. Toma el valor 1 si el motor está en marcha, 0 si está parado.

El circuito a diseñar, recibe estas tres variables de entrada y genera una
señal de salida que debe activar, o no, una alarma. Es evidente que esta alarma
puede considerarse también como una señal binaria, A, que toma dos valores
posibles: Si A=1 , la alarma se activa, si A=0, la alarma está en silencio.
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Llegado a este punto, se puede decir que el diseño del circuito digital se
reduce a encontrar la relación existente entre la salida digital A y las varia-
bles binarias de entrada f ,p,e y para ello, primero, en una tabla de verdad,
representamos todas las combinaciones de entrada y, segundo, determinamos
el valor que toma la salida A para cada una de ellas.

Tabla 3.12: Tabla de verdad del circuito de alarma.
f p e A
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

Según la primera de las dos especificaciones del problema, si el motor
está apagado (e=0) y las puertas están abiertas (p = 1), entonces se activa la
alarma A = 1. Todas las combinaciones de entrada del tipo (f, p, e) = (�, 1, 0),
donde el guión representa cualquier valor lógico para f , hacen A = 1. De la
segunda especificación, si el motor está encendido (e = 1)y el freno de mano
puesto (f = 1) también sonará la alarma, se tiene que, para las combinaciones
de entrada (f, p, e) = (1,�, 1), la salida A = 1.

A partir de la tabla de verdad 3.12, se obtiene la expresión en suma de
mintérminos 3.1.

A = f • p • e + f • p • e + f • p • e + f • pe (3.1)

Y de la ecuación 3.1, el circuito equivalente representado en la figura 3.22.
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Figura 3.22. Circuito del sistema de aviso para el coche.
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3.3.1. Minimización de circuitos combinacionales: Ideas ge-
nerales

Uno de los objetivos del diseño lógico es el desarrollo óptimo del circuito
para lo que deben considerarse algunos factores en la evaluación del producto
final:

Coste: Depende del valor de los componentes, el coste de construcción
de las puertas y el mantenimiento del producto final.

Fiabilidad: Para conseguir circuitos fiables pueden seguirse dos estrate-
gias diferentes no excluyentes la una de la otra:

1. Utilización de componentes más fiables.

2. Utilización elementos redundantes que entren en funcionamiento
cuando algunos componentes fallen.

Tiempo de conmutación: Este factor mide la rapidez de respuesta del
circuito a los cambios en los valores lógicos de sus entradas.

Todos estos factores deben tenerse en cuenta a la hora de diseñar un cir-
cuito combinacional. Por desgracia, no existe ningún método sistemático que
englobe a todos ellos, por lo que normalmente es, la experiencia del diseñador,
la que consigue la obtención de un circuito con un coste, fiabilidad y tiempo
de conmutación razonables con los requisitos del cliente. No obstante, en el
caso de que algunos factores se consideren de mayor peso que otros, si se pue-
den aportar unos criterios o métodos sistemáticos para conseguir el circuito
de conmutación óptimo.

En primer lugar, asumimos que el retraso de conmutación debe ser mı́ni-
mo y se sabe que este depende de la tecnologı́a empleada y del número de
niveles de puertas lógicas que tenga el circuito final. Si todos los componentes
son de la misma tecnologı́a, el retraso de propagación depende, entonces, del
número de niveles. Como toda función de conmutación puede representarse
en forma canónica, cualquier circuito puede realizarse usando, como mı́nimo,
dos niveles de puertas lógicas (siempre que las variables de entrada se dis-
pongan en doble raı́l) y, por tanto, no será posible disminuir más el tiempo de
retraso.
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En segundo lugar, supongamos que el coste total de los componentes es el
factor de peso para el diseño de circuitos de conmutación. El coste en puer-
tas(si asumismos constante el valor monetario de cada una de ellas) es pro-
porcional al número de puertas necesarias para la realización del circuito.

En la figura 3.23 se muestra un circuito equivalente al de la figura 3.22 que
representa su misma función de conmutación (se deja al lector la comproba-
ción). Para el circuito de la figura 3.23 se han empleado cuatro puertas AND,
una puerta OR y tres puertas NOT, para obtener el complemento de algunas
variables de entrada (si el sistema hubiera dispuesto de doble raı́l, no hubieran
sido necesarios los inversores). El coste en puertas es de ocho para el caso de
variables en simple raı́l o de cinco si estas están en doble raı́l. Para el circuito
de la figura 3.23, se han utilizado dos puertas AND, una OR y un inversor. Por
consiguiente, en simple raı́l, el coste total es de cuatro puertas y, en doble raı́l,
de tres puertas.

Como los circuitos de las figuras 3.23 y 3.22 son representaciones simbóli-
cas de expresiones algebraicas, es obvio que, a partir de estas, sin necesidad de
dibujar el circuito equivalente, se puede obtener el coste de ellos. A partir de
una expresión en suma de productos (producto de sumas), el coste en puertas
si las variables están en doble raı́l será igual al número de términos productos
(términos sumas) más una unidad. Al resultado anterior se le suman el núme-
ro de variables (que no de literales) que aparecen complementadas si se desea
el coste en simple raı́l.

Figura 3.23. Circuito equivalente al de la figura 3.22.

Otro factor asociado al coste es el de interconexión, que recoge el número
de conexiones a realizar entre las variables, las puertas lógicas y la salida. Se
determina como la suma del número de literales de la expresión y del coste en
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puertas.

El problema de encontrar una expresión de conmutación que satisface
algún criterio de optimización se denomina MINIMIZACIÓN. A continuación
se desarrollará técnicas de diseño mı́nimo en redes de dos niveles de puertas
lógicas con salida simple. Se definirá una expresión de conmutación mı́nima
como aquella expresión que representa una función de conmutación que se
puede construir con el menor número de puertas e interconexiones posibles.

Antes de desarrollar las técnicas para obtener funciones de conmutación
mı́nimas es útil destacar algunas propiedades de las funciones.

3.3.2. Implicantes primas y expresiones irredundantes

Consideremos dos funciones de n variables: f1 y f2. Se dice que la función
f1 implica a f2 si no existe asignación de valores a las n variables de entrada
que hagan f1 igual a 1 y f2 igual a 0. Esto es, f2 se hará 1 para aquellas entradas
que hacen f1 igual 1 y para las entradas en que f2 toma el valor 0, f1 también
vale 0. Cuando f1 implica a f2 se puede decir de forma equivalente que f2

incluye o cubre a f1.

La definición anterior referida a funciones también es extensible a térmi-
nos, ya que estos, en definitiva, describen funciones de conmutación.

Ejemplos.

Sean f1(x, y, z) = xy + yz y f2(x, y, z) = x y + y z + x z dos funciones de
conmutación completas representadas en la tabla 3.13. Según se aprecia,
f1 implica a f2, porque todas las entradas que hacen 1 a f1, también ha-
cen 1 a f2 (obsérvese que para las entradas en las que f2 vale 0, también
lo vale f1).

Sean f3(x, y, z) = (x + y)(y + z)(x + z) y f4(x, y, z) = (x + y)(y + z) dos
funciones de conmutación completas representadas en la tabla 3.14. Se
puede observar que f3 implica a f4 ya que todas las entradas que hacen
que f3 valga uno, también lo hacen con f4.
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Tabla 3.13: Tabla de verdad de las funciones f1 y f2

x x z f1 f2

0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

Tabla 3.14: Tabla de verdad de las funciones f3 y f4

x x z f3 f4

0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Un término t1 se dice subsuma de otro término t2, sii los literales del
término t2 son también literales del término t1. Expresado de forma equiva-
lente, los literales de t2 deben estar contenidos en t1. Si t1 es subsuma de t2 se
dice también que t2 cubre a t1.

Ejemplos.

Sean los términos t1 = x y z y t2 = x z. El término t1 es subsuma de t2
porque los literales de t2 están contenidos en t1.

Sean los términos t3 = x + y + z y t4 = x + z.El término t3 es subsuma
de t4 porque los literales de t4 están contenidos en t3.
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3.3.2.1. Implicantes

Se dice que un término producto es una implicante de una función f, si el
término producto implica a la función sobre su dominio.

Ejemplo. Sea la función de conmutación f(x,y,z)=
P

m(0, 1, 3, 5) + d(2, 6). Se
desea determinar si los términos t1 ⌘ x, t2 ⌘ y z y t3 ⌘ y z, son implicantes
de la función f.

Se ha representado en la tabla 3.15 la función ejemplo con los términos
t1, t2 y t3. En concreto, el término t1 es implicante de la función f puesto
que, para todas las entradas que hacen t1 igual a 1 (excluyendo aquellas que
se encuentran fueran del dominio de f ), la función f se hace 1. Del mismo
modo, el término t2 también es implicante. En cambio, el término producto t3
no es implicante puesto que para la entrada (x, y, z) = (1, 1, 1) dicho término
vale 1 y la función f toma el valor de 0.
Tabla 3.15: Tabla de verdad de la función f =

P
(0, 1, 3, 5)+d(2, 6) y los térmi-

nos t1 ⌘ x, t2 ⌘ y z y t3 ⌘ yz.

x y z f t1 t2 t3
0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 1 1 0
0 1 0 - 1 0 0
0 1 1 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 - 0 0 0
1 1 1 0 0 0 1
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3.3.2.2. Implicantes primas

Una implicante de la función f que no sea subsuma de otra implicante
de la misma funcion que contenga menos literales, se denomina implicante
prima.

Una implicante prima es un término producto que implica a la función en
su dominio y del que, si quitamos algún literal de dicho producto, el término
resultante no implica a la función.

Ejemplo.

Siguiendo con la función f(x, y, z) =
P

m(0, 1, 3, 5) + d(2, 6) del ejemplo
anterior, se desea determinar si, las implicantes t1 ⌘ x y t2 ⌘ y z, son primas.

El término t1 ⌘ x representa una implicante prima de la función f . A
menos que la función f sea la función constante igual a 1 (que no lo
es), al término t1 no se le puede quitar ningún literal, por tanto, no es
subsuma de otro término que implique a la función en su dominio.

Si al término t2 ⌘ yz le quitamos un literal nos quedan dos posibles
términos productos: t21 ⌘ y y t22 ⌘ z, que se han representado en la
tabla 3.16. En concreto, el término t21 no es una implicante de la función
porque para la entrada (x, y, z) = (1, 1, 1) el término toma el valor 1 y
la función el 0. Del mismo modo, el término t22 tampoco es implicante
de la función: analice la entrada (x, y, z) = (1, 1, 1). En consecuencia, el
término t2, es una implicante prima.

3.3.2.3. Suma irredundante o expresión disyuntiva irredundante

Se sabe que el coste asociado a una expresión que describe una función de
conmutación disminuye conforme se eliminan literales de la fórmula. Con las
implicantes primas se están consiguiendo términos productos que impliquen
a la función con el menor número de literales posible. Entonces, una expre-
sión normal disyuntiva mı́nima estará formada por una suma de implicantes
primas.
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Tabla 3.16: Tabla de verdad de la función f =
P

(0, 1, 3, 5)+d(2, 6) y los térmi-
nos t21 ⌘ y yt22 ⌘ z .

x y z f t21 t22

0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1
0 1 0 - 1 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 - 1 0
1 1 1 0 1 1

Una suma irredundante es una expresión normal disyuntiva que describe
una función de conmutación que cumple:

1. Todo término producto en la expresión es implicante prima.

2. Ningún término producto puede ser eliminado de la expresión sin que
cambie la función descrita por la fórmula.

Ejemplos.

Sea la función de conmutación f(x, y, z) =
P

(0, 1, 3, 5) + d(2, 6). Deter-
minar si la expresión f(x, y, z) = x + y z es una suma irredundante.
Se ha demostrado anteriormente que los términos t1 ⌘ x y t2 ⌘ y z
son Implicantes Primas y se puede comprobar que, la suma de estas,
evaluadas en aquellas entradas para las que la función está definida,
representan a la función f (suma de las columnas t1 y t2 de la tabla 3.15).
Si seretira alguna de las implicantes primas de la suma, la expresión
resultante no representa a la función f . Por todo esto, se puede afirmar
que f(x, y, z) = x + y z es una suma irredundante y no existe ninguna
otra expresión de menor coste que implemente dicha función.

Supongamos que la expresión f(a, b, c) = a b + b c + a c está compues-
ta por todos los implicantes primos de f . Se trata de determinar si esa
suma de implicantes primas es irredundante. En la tabla 3.17 se han re-
presentado la función f junto con cada una de las implicantes primas
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que aparecen en la expresión. Se puede observar que, con la suma de las
dos implicantes primas representadas en las columnas de la derecha de
la tabla, hubiera bastado para definir a la función f . Por consiguiente, la
suma irredundante estarı́a formada por: f = b c + ac.

Tabla 3.17: Tabla de verdad de la función f(a, b, c) = a b + b c + a c, junto con
los términos productos que la componen.

a b c f a b b c a c
0 0 0 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0

3.3.2.4. Obtención de las implicantes primas de una función

Las implicantes primas de una función se obtienen a partir de los
mintérminos de la misma siguiendo un procedimiento exhaustivo que se des-
cribe con el siguiente ejemplo.

Ejemplo.

Encontrar todos las implicantes primas de la función f =
P

(0, 1, 3, 5, 6)+d(
2).

A partir del mintérmino m0 = x y z, que es implicante de la función
f , se obtienen las siguientes subsumas: {x y}, {x z}, {y z},{x}, {y} y
{z} que se han representado en la tabla 3.18. Como puede observarse
,algunas subsumas no son implicantes de la función ({y z}, {y} y {z} )
y de las restantes subsumas, la {x} es la que implica a la función con el
menor número de literales, o sea, la implicante prima.
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Tabla 3.18: Tabla de verdad de la función f =
P

(0, 1, 3, 5, 6) + d(2) junto con
los términos subsumas del mintérmino m0.

x y z f x y x z y z x y z
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 0 0 1 1 0
0 1 0 - 0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 1 1
1 0 1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

Los mintérminos m1 y m3 son subsumas de la implicante prima {x}, por
lo que, a partir de ellos, no se obtendrá ninguna implicante adicional.

Del mintérmino m5 = xyz se obtienen las subsumas {x y}, {x z},
{y z},{x}, {y} y {z} que se han representado en la tabla 3.19. Obsérvese
que el único término subsuma que implica a la función es el {y z} y, por
consiguiente, implicante prima.

Tabla 3.19: Tabla de verdad de la función f =
P

(0, 1, 3, 5, 6) + d(2) junto con
los términos subsumas del mintérmino m5.

x y z f x y x z y z x y z
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 - 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 1 1 0
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 1 0 1

Del mintérmino m6 = xyz se obtienen las subsumas {xy}, {x z}, {y z},
{x}, {y} y {z} y que se han representado en la tabla 3.20. La única sub-
suma que implica a la función es {y z} y, por tanto, implicante prima.

A partir de los mintérminos de la función se han obtenido tres implicantes
primas: {y z}, {y z} y {x}. Se deja al lector la comprobación de que la suma
irredundante es: f(x, y, z) = x + y z + y z.
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Tabla 3.20: Tabla de verdad de la función f =
P

(0, 1, 3, 5, 6) + d(2) junto con
los términos subsumas del mintérmino m6.

x y z f x y x z y z x y z
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 - 0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0 1
1 0 1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 0 1 1 0

3.3.3. Implicadas primas y productos irredundantes

Un término suma se dice implicada de una función f , si la función impli-
ca al término en el dominio de aquella. En otras palabras, una implicada
es un término suma que, para los valores de entrada que pertenecen al
dominio de la función f y que hacen que dicho término valga cero, la
función f también vale cero.

Una implicada prima de una función es una implicada cuyas subsumas
no son, a su vez, implicadas de la misma función con un menor número
de literales.

Ejemplo.
Para la función f(x, y, z) = ⇧(0, 1, 3, 5)d(2, 6), determine si los términos
t4 ⌘ x + y, t5 ⌘ x, t6 ⌘ y y t7 ⌘ y + z, son implicadas de f y, a su vez,
cuales de ellas son primas.
El término t4 ⌘ x+y es implicada de la función, porque para las entradas
(x, y, z) = {(001), (000)}, t4 evalúa 0 y la función también. El término
t5 ⌘ x es implicada de la función porque para las entradas (x, y, z) =
{(011), (001), (000)} evalúa 0 y la función también. El término t6 ⌘ y no
es implicada de la función porque para la entrada 4 el término vale 0 y
la función 1. Por último, el término t7 ⌘ y + z es implicada porque para
las entradas (x, y, z) = {(001), (101)} evalúa 0 y la función también.

• La implicada t4 ⌘ x+y es subsuma de los términos t5 ⌘ x y t6 ⌘ y.
Como t5 es implicada de la función entonces, t4, no es implicada
prima.
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Tabla 3.21: Tabla de verdad de la función f(x, y, z) = ⇧(0, 1, 3, 5)d(2, 6), junto
con los términos sumas t4 ⌘ x + y, t5 ⌘ x, t6 ⌘ y y t7 ⌘ y + z.

x y z f t4 t5 t6 t7
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 - 1 0 1 1
0 1 1 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 1 1 0 0
1 1 0 - 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

• A la implicada t5 no se le puede retirar ningún literal más (a no ser
que la función fuera la constante 0), por lo que es implicada prima.

• La implicada t7 ⌘ y + z es subsuma de los términos t6 ⌘ y, que no
es ni siquiera implicada, y t9 ⌘ z que tampoco es implicada de la
función como el lector podrá comprobar. Por tanto, t7, es implicada
prima.

Un producto irredundante es una expresión normal conjuntiva que des-
cribe una función de conmutación que cumple:

1. Todo término suma en la expresión es implicada prima.

2. Ningún término suma puede ser eliminado de la expresión sin que
cambie la función descrita por la fórmula.

Ejemplo. Encuentre el producto irredundante o producto mı́nimo para
la función f(x, y, z) = ⇧(0, 1, 3, 5)d(2, 6) representada en la tabla 3.21, .

Esta función tiene dos implicadas primas: t5 y t7 por lo que función pue-
de expresarse como f(x, y, z) = x(y+z), siendo este el producto mı́nimo.
El producto mı́nimo asegura que la función que lo representa está expre-
sada con el menor número de literales posibles, y por tanto, el circuito
asociado, tiene un coste mı́nimo.

Las implicadas primas de una función de conmutación determinada se
obtienen a partir de los maxtérminos de dicha función, siguiendo un
procedimiento similar al descrito en el apartado de las implicantes.
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Ejemplo.

Obtenga todas las implicadas primas de la función f = ⇧(0, 1)d(2, 5).

• El maxtérmino M0 = x + y + z, que es implicada de la función f ,
tiene como subsumas: {x + y},{x + z},{y + z},{x},{y} y {z}, las
cuales, junto con la función f , se han representado en la tabla 3.22.
Puede observarse que los términos {x+y} y {x+z} son implicadas
primas de la función.

Tabla 3.22: Tabla de verdad de la función f = ⇧(0, 1)d(2, 5) junto con los térmi-
nos subsumas del maxtérmino M0.

x y z f x + y x + z y + z x y z
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 - 1 0 1 0 1 0
0 1 1 1 1 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1 0 1 0 0
1 0 1 - 1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

• Las subsumas del maxtérmino M0 = x + y + z son: {x + y},{x +
z},{y + z},{x},{y} y {z} y se han representado en la tabla 3.23. Las
implicadas primas resultantes son: {x + y} y {y + z}

Tabla 3.23: Tabla de verdad de la función f = ⇧(0, 1)d(2, 5) junto con los térmi-
nos subsumas del maxtérmino M1.

x y z f x + y x + z y + z x y z
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 - 1 1 1 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1 1 1 0 1
1 0 1 - 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

En este ejemplo se han obtenido tres implicadas primas: {y + z}, {x + z}
y {x + y}. El lector podrá comprobar que el producto irredundante es
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f(x, y, z) = x + y.

3.3.4. Método de simplificación mediante K-mapa

El proceso de minimización del coste de un circuito combinacional pasa
por encontrar la expresión irredundante que dicho circuito implementa. A
continuación se muestra cómo, a partir del K-mapa, se pueden obtener im-
plicantes (implicadas) de la función representada en él, qué criterios se deben
seguir para escoger aquellas implicantes (implicadas) que sean primas, des-
cartando las que no los son, y cómo se puede conseguir la suma (producto)
irreduntante a partir de éstas últimas.

3.3.4.1. Obtención de implicantes o implicadas a partir de un K-mapa.

En un K-mapa, cada celda contiene el valor binario que toma la función de
conmutación para la entrada asociada a dicha celda. Es decir, cada celda puede
representar los mintérminos (si contiene un 1) o los maxtérminos (si contiene
un 0) de la función. Aquellas celdas que contengan unos se denominan 1-cells,
y las que contengan ceros, 0-cells.

La importancia del K-mapa radica en que este facilita la obtención de
las implicantes (implicadas). Un conjunto de 1-cells(0-cells) que formen un
rectángulo de dimensiones 2a ⇥ 2b, es descrito por un término producto (su-
ma) de n - a - b variables, donde n representa el número de variables de la
función (o dimensión del K-mapa). La dimensión de un rectángulo mide el
número de unos (o ceros) que contiene. Por ejemplo, un rectángulo de dimen-
siones 20 ⇥ 20 de 1-cells está representado por 20 ⇥ 20 = 1 ⇥ 1 = 1 1-cell,
que en este caso se corresponde con un mintérmino. Si la función tiene cua-
tro variables, el mintérmino, o el rectángulo de 1-cells, puede ser descrito por
4� 0� 0 = 4 variables. En el caso en el que un rectángulo de 0-cells tenga las
dimensiones 21 ⇥ 20, entonces, dicho rectángulo contiene 21 ⇥ 20 = 2⇥ 1 = 2
0-cells. Para este último ejemplo, si el número de variables es, igualmente de
cuatro, el rectángulo puede ser descrito, matemáticamente, por un término
suma de 4� 1� 0 = 3 variables.

En las figuras 3.24 y 3.25 se han representado K-mapas de 4 variables en
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el que pueden verse ejemplos de rectángulos de 1-cells de dimensión 2, 4 y 8
junto con las expresiones producto que los describen.

(a) Rectángulos dimensión 2 (b) Rectángulos dimensión 4

(c) Rectángulos dimensión 4 (d) Rectángulos dimensión 4

Figura 3.24. Diferentes tipos de rectángulos de dimensión 2 y 4 en K-mapas de
4 variables.

Para ayudar a comprender el hecho de que un rectángulo de 1-cells es
descrito por un término producto, se analizarán los siguientes casos:

En el K-mapa de la figura 3.26 se ha representado una función de con-
mutación f(a, b, c, d) =

P
(5, 13) = a bc d + a b c d.

Obsérvese que, los dos mintérminos, ocupan casillas adyacentes en el
K-mapa, porque sus entradas asociadas sólo difieren en un bit y, debido
a esto, la expresión de la función se puede reducir eliminando el literal
que cambia en ambos mintérminos, o sea, a b c d+a b c d = (a+a)b c d =
b c d.
Cualquier rectángulo formado por dos 1-cell adyacentes puede descri-
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Figura 3.25. Diferentes tipos de rectángulos de dimensión 8 en K-mapas de 4 varia-
bles.

Figura 3.26. K-mapa de cuatro variables con un rectángulo de dos 1-cells.
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birse mediante un término producto que contiene un literal menos que
el de los mintérminos individuales asociados a cada 1-cell. Recuérdese
que, el K-mapa, fue construido para que dos celdas fueran adyacentes si
sus entradas asociadas difieren, exactamente, en un bit. Como una 1-cell
describe un mintérmino, los mintérminos de dos celdas adyacentes di-
fieren exactamente en un literal. La propiedad p1 p2 + p1 p2 = p1 puede
aplicarse en este caso. Entonces, un par de celdas adyacentes, represen-
tarán un término producto con una variable eliminada (la que cambia).
A partir del K-mapa, se puede obtener directamente la expresión del
término producto que define el rectángulo de dos 1-cells. En primer lu-
gar se escogen los literales asociados a las entradas que no cambian para
los dos 1-cells, de forma que si la entrada es 0, su literal asociado aparece
complementado y si es 1, sin complementar.

Ejemplos.
En la figura 3.24.a se han representado diferentes rectángulos de dimen-
sión dos en un K-mapa de cuatro variables. Para cada rectángulo se ha
representado su expresión asociada. Asimismo se propone al lector que
haga el proceso inverso, es decir, a partir de un término producto de tres
literales, obtenga la representación, en K-mapa de cuatro variables, de
dicho término producto.

En el K-mapa de la figura 3.27 se ha representado la función f(a, b, c, d)
=

P
( 2, 3, 10, 11) = a b c d + a b c d + a b c d + a b c d que forma un

rectángulo de cuatro 1-cells.

Figura 3.27. K-mapa de cuatro variables con un rectángulo formado por cuatro 1-cells.

Los mintérminos m2 y m3 son adyacentes y, por tanto,
P

(2, 3) =
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a b c d + a b c d = a b c. Del mismo modo, los mintérminos m10 y
m11 son adyacentes y

P
(10, 11) = a b c d + ab c d = a b c. Por tanto, la

función f se reduce a f = a b c + a b c. Nótese que los términos a b c
y a b c describen dos rectángulos de dos 1-cellsque, también, son adya-
centes, por lo que se puede aplicar, de nuevo, la reducción de literales:
f(a, b, c, d, ) = a b c + a b c = b c. Entonces, un rectángulo de cuatro 1-
cells puede describirse mediante un término producto en el que se han
eliminado dos variables de la función.

A partir del K-mapa se puede obtener directamente la expresión del
término producto que define el rectángulo de cuatro 1-cells. En primer
lugar se escogen los literales asociados a las entradas que no cambian
para los cuatro 1-cells, de forma que si la entrada es 0, su literal asociado
aparece complementado y si es 1, sin complementar.

El proceso de obtención de la expresión asociada a los rectángulos, puede
extenderse a rectángulos de mayor tamaño o a rectángulos formados por 0-
cells. En este último caso la expresión que las representa se corresponde con
un término suma en el que los literales asociados a las entradas que son cero
aparecen sin complementar y los que sus entradas son 1, complementados
(figura 3.28).

Figura 3.28. K-mapa de cuatro variables con rectángulos de 0-cells.
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3.3.4.2. Obtención de las implicantes primas y sumas irredundantes por el
método del K-mapa.

A partir de un K-mapa, las implicantes de la función que se representa
en él, se determinan mediante las expresiones asociadas a los rectángulos de
1-cells de dicha función. En la figura 3.29 se ha representado las expresiones
de tres implicantes de la función (aunque existen más implicantes: los cuatro
mintérminos y los dos rectángulos de 1-cells horizontales).

Figura 3.29. Búsqueda de implicantes primas en un K-mapa de cuatro variables.

Nuestro interés debe centrarse en encontrar implicantes primas. Como se
observa en la figura 3.29, las expresiones de las tres implicantes son: abd, abd
y bd. Analizando estas expresiones, se observa que, las dos primeras, son sub-
sumas de la tercera, por consiguiente aquellas no pueden ser primas (Nóte-
se, que cualquiera de los cuatro mintérminos o rectángulos horizontales de
1-cells, son subsumas, también, de la implicante bd). Todo esto nos permite
afirmar que, para la función representada en la figura 3.29, la única impli-
cante prima es la expresada por el término bd. En resumen, las implicantes
primas vienen representadas en el K-mapa por rectángulos de 1-cells con el
mayor área posible. Todas aquellos rectángulos de 1-cells contenidos en otros
de mayor dimensión, no representan a implicantes primas. Se puede seguir el
siguiente algoritmo para la búsqueda de implicantes primas.
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1. Marcar todos los mintérminos de la función porque éstos son las primeras implican-
tes ( Implicante de orden 0, con dimensión igual a uno).

2. Marcar todas las parejas de mintérminos adyacentes y eliminar las marcas de los
mintérminos contenidos en estas parejas (Implicantes de orden 1, con dimensión
igual a dos). Sea n=1.

3. Marcar todas las parejas de implicantes de orden n que sean adyacentes y elimi-
nar las marcas de las implicantes contenidas en estas parejas (Implicantes de orden
m=n+1, con dimensión igual a 2m). Hacer n=n+1

4. Repetir el apartado anterior hasta que no se encuentren más implicantes de orden
superior.

5. Todas las implicantes que queden marcadas al final del proceso, sean del orden que
sean, son implicantes primas de la función

Ejemplo. Encontrar todas las implicantes primas de la función
F =

P
(0, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 14, 15).

En la figura 3.30 se muestra el K-mapa de cuatro variables que contiene
todos los mintérminos de la función F y que han sido marcados con una cir-
cunferencia. Estos son los implicantes de orden cero.

Figura 3.30. Implicantes de orden 0 de la función F =
P

(0, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 14, 15).

A partir de los mintérminos, se buscan todas las implicantes de orden uno
que engloban dos mintérminos adyacentes. Al final del proceso se desmarcan
todas aquellas implicantes de orden inferior que estén contenidas en las de
orden uno (figura 3.31.a).
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A partir de las implicantes de orden uno, se buscan todas las implicantes
de orden dos que engloban a dos de las anteriores que sean adyacentes. Al
final del proceso se desmarcan todas aquellas implicantes de orden inferior
que estén contenidas en las de orden dos (figura 3.31.b).

(a) (b)

Figura 3.31. En (a) se representan todas las implicantes de orden 1. Se han eliminado
aquellas implicantes de orden inferior englobadas en las de orden superior. A partir
de (a) se llega a (b) buscando todas las implicantes de orden 2. De igual forma, se
han eliminado todas las implicantes de menor orden que hayan sido englobadas por
las de orden superior. Puesto que no hay posibilidad de encontrar más implicantes
de orden superior a 2, (b) representa todas las implicantes primas de la función F =P

(0, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 14, 15).

Todas las implicantes resultantes en el K-mapa, al final del proceso, son
implicantes primas. Para este ejemplo son: x1 x3 x4, x1 x2,x2 x3, x1 x3 x4 y
x1 x2 x3 x4.

Una vez obtenida la lista de todas las implicantes primas, cabe determinar
la suma irredundante. A continuación se mostrarán numerosos ejemplos que
nos ayudarán a presentar los diferentes criterios que se deben seguir.

Ejemplos.
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1. El K-mapa de la figura 3.32 representa una función, f , de tres variables,
junto con las dos implicantes primas que posee.

Figura 3.32. Representación de la función F =
P

(0, 1, 5).

La fórmula irredundante es una suma de implicantes primas en la que
ninguna de ellas pueda retirarse de la suma y que, la expresión resul-
tante, siga implementando la misma función de conmutación. En este
ejemplo, las dos implicantes primas deben participar en la expresión fi-
nal, por consiguiente:

f(x, y, z) = x y + y z

2. En el K-mapa de cuatro variables de la figura 3.33 se ha representado
una función F junto con las tres implicantes primas que posee: b d,a d y
a b.

Figura 3.33. Representación de la función F =
P

(0, 1, 2, 3, 5, 7, 13, 15).

En una primera aproximación, se puede construir la suma irredundante
como F (a, b, c, d) = b d + a d + a b. No obstante, ésta no consituye la
suma de menor coste, puesto que podemos retirar el término producto
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a d sin que, la función descrita por la expresión resultante, cambie. No
ocurre lo mismo si son, las otras implicantes, las que se retiran.
Existen implicantes primas que son esenciales y deben aparecen en
la suma irredundante y, otras, que no lo son y que, en muchos casos,
podrán no aparecer en la expresión final. Mediante el K-mapa pueden
determinarse, de forma muy sencilla, las implicantes que son esencia-
les. Para ello se procede a buscar todas aquellas 1-cells que sólo están
cubiertas por una única implicante prima. Dichas casillas se denominan
1-cells distinguidas o, simplemente, 1 distinguido. Cualquier implican-
te prima que englobe uno o más 1-cells distinguidas es una implicante
prima esencial. De hecho, si una función toma el valor uno para una
entrada en la que sólo un término producto de la expresión final eva-
luarı́a como uno, dicho término producto no debe ser eliminado. En el
K-mapa de la figura 3.33 se han marcado, con un punto, todas las 1-cells
distinguidas. Las implicantes primas b d y a d son esenciales. Puede
imaginarse que si alguna de ellas no estuviera en la expresión final, no
habrı́a forma de que la función, que dicha expresión describa, evaluara
como 1 para las entradas (0,2,13,15). Entonces, como mı́nimo, la función
F (a, b, c, d) = b d + a d. La otra implicante prima, a b, que no es esencial,
cubre unos 1-cells que ya están cubiertos por la suma de las implican-
tes primas esenciales anteriores, por tanto, no se necesita en la expresión
final. La suma irredundante es:

F (a, b, c, d) = b d + a d

3. En el K-mapa de la figura 3.34 se ha representado una función de cuatro
variables junto con sus cinco implicantes primas de las cuales, cuatro,
son esenciales: las de orden uno.
Por lo visto en el ejemplo anterior, los términos asociados a las implican-
tes primas esenciales deben aparecer, obligatoriamente, en la expresión
irredundante y, estos, son suficientes para describir la función de con-
mutación porque cubren todos los mintérminos del K-mapa. Por tanto
la suma irredundante es:

F (a, b, c, d) = b c d + a b d + b c d + a b d

4. En los dos ejemplos anteriores, la expresión mı́nima en suma de produc-
tos estaba consituida, exclusivamente, por implicantes primas esencia-
les. En este ejemplo se ilustrará que esta situación, siempre, no es posi-
ble. En la figura 3.35 se ha representado una función F de tres variables
junto con sus implicantes primas de las cuales, dos, son esenciales.
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Figura 3.34. Representación de la función F =
P

(0, 1, 3, 4, 5, 6, 8, 13).

Figura 3.35. Representación de la función F =
P

(0, 1, 5, 6, 7).
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La expresión, F (x, y, z) = x y + x y, formada con la suma de las impli-
cantes primas esenciales no permite cubrir todos los unos de la función
F , faltarı́a el asociado a la entrada cinco. Para incluir, este último, en la
expresión final, existen dos opciones: añadir la implicante y z o la impli-
cante x z. En ambos casos, el coste de la expresión resultante es el mismo
y cualquiera de las dos soluciones serı́a correcta. Suma irredundante:

Solución 1: F (x, y, z) = x y + x y + x z

Solución 2: F (x, y, z) = x y + x y + y z

Como reglas generales a seguir: si un mintérmino es cubierto por va-
rias implicantes, se deberá escoger aquella que consiga cubrir, junto con
dicho mintérmino, el mayor número de 1-cells posibles. En el caso de
que existan varias implicantes que, además de cubrir el mismo número
de mintérminos adicionales, tienen diferentes costes, se escogerá la de
menor.

5. En el K-mapa de la figura 3.36 se ha representado una función F de
cuatro variables. Salvo la implicante prima esencial bd, que cubre los
mintérminos

P
(5, 7, 13, 15), las restantes 1-cells están cubiertas por un

par de implicantes primas. Para empezar, F (a, b, c, d) = b d + . . ..

Figura 3.36. Representación de la función F =
P

(0, 2, 3, 4, 5, 7, 13, 15).

Ahora, se tendrán que buscar las implicantes primas que cubran los min-
términos de la función que no son abarcados por el producto b d. Para
ello, se comenzará por el mintérmino m4 que se encuentra cubierto por
las implicantes a b c y a c d. La primera implicante, a b c, cubre, además
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de a dicho mintérmino, al m5, el cual ya estaba cubierto por la implicante
b d, mientras que la implicante prima a c d, además de mintérmino m4

cubre al m0 que aún está sin cubrir. Como ambas implicantes tienen el
mismo coste (igual número de literales), la mejor elección es la ofrecida
por la implicante a c d, por tanto, F (a, b, c, d) = b d + a c d + . . ..
Todavı́a nos quedan 1-cells por cubrir, pero parece evidente que la mejor
solución de todas viene dada por la implicante a b c. La expresión en
suma de productos de menor coste es:

F (a, b, c, d) = bd + a c d + a b c

Si una implicante prima, A, tiene un coste menor o igual que otra impli-
cante prima, B, y los mintérminos que son cubiertos por B (excluyendo
a aquellos que pertenecen a otras implicantes primas que deben aparecer
en la suma irredundante) están contenidos en los de A, entonces la im-
plicante prima B puede eliminarse del conjunto de implicantes primas
candidatas a pertenecer a la expresión irredundante final. Otras circuns-
tancias, como que la implicante prima A tenga mayor coste que la B o/y
que los mintérminos de B (con la citada exclusión) no estén totalmente
incluidos en A, no permiten la eliminación de B.

6. En este ejemplo se ilustra el procedimiento que se debe seguir para con-
seguir la expresión mı́nima de una función cuando ésta no tiene impli-
cantes primas esenciales. En el K-mapa de la figura 3.37 se han represen-
tado las implicantes primas de una función de cuatro variables y en la
que no existen 1-cells distinguidos.
En casos como este se deberá empezar por escoger una implicante prima
de entre todas las posibles que cubran un mintérmino determinado. A
partir de la implicante prima escogida, se deberá encontrar la expresión
de menor coste asociada a la elección hecha. Este procedimiento se repe-
tirá para las demás implicantes que contengan al mintérmino de partida.
De todas las expresiones obtenidas, la de menor coste, constituye la su-
ma irredundante. Como es obvio, se recomienda buscar un mintérmino
de partida que esté cubierto por el menor número de implicantes primas.
Para el ejemplo que nos ocupa, se puede observar en la figura 3.37 que
todos los mintérminos de la función están cubiertos por dos implicantes
primas, por lo que, cualquiera de ellos, nos sirve para iniciar el proce-
dimiento. Escogemos, por ejemplo, el mintérmino m0, que está cubierto
por la implicante prima b c o por la implicante prima b d. Como alguna
de las dos implicantes anteriores deben aparecer en la suma irredundan-
te, se comenzará suponiendo que es la primera, b c, la que debe estar.
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Figura 3.37. Representación de la función F =
P

(0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 15).

a) F (a, b, c, d) = b c + .. La figura 3.38 muestra los mintérminos de la
función F que se encuentran cubiertos por la implicante prima b c.
De las restantes implicantes primas, se deberán escoger aquellas
que permitan cubrir los mintérminos que no aparecen sombreados.

Figura 3.38. Representación de la función F =
P

(0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 15) en
la que se han sombreado los cuadros cubiertos por la expresión F (a, b, c, d) = b c + ..

Existen dos posibles coberturas para el mintérmino m2, la deter-
minada por la implicante prima c d o por la b d. La primera, c d,
además de al propio mintérmino m2, cubre a los mintérminos m6,
m10 y m14. En cambio, la implicante prima b d, adicionalmente, tan
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sólo cubre al mintérmino m10 y tiene el mismo coste que la primera.
Por consiguiente, la mejor opción está dada por c d, que se añade a
la expresión algebraica de la función F (a, b, c, d) = b c + c d + . . .,
y que cubren los mintérminos que se han sombreado en la figura
3.39.

Figura 3.39. Representación de la función F =
P

(0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 15) en
la que se han sombreado los cuadros cubiertos por la expresión F (a, b, c, d) = b c +
c d + . . ..

Para los mintérminos que quedan por cubrir y de las implicantes
primas que pueden usarse para su cubrimiento, la bc es la mejor
opción. Por consiguiente, la expresión de menor coste que se obtie-
ne bajo la primera suposición es:

F (a, b, c, d) = b c + c d + b c

b) Si se hubiera escogido a la implicante prima b d para cubrir al
mintérmino m0, entonces, la función deberı́a expresarse como:

F (a, b, c, d) = b d + . . .

. En la figura 3.40 se han sombreado los mintérminos que son cu-
biertos por esa implicante prima.
Ahora, el mintérmino m1 puede ser cubierto por la implicante pri-
ma c d o por la implicante prima b c. La primera de ellas, además de
cubrir al mintérmino m1, cubre a los m5,m9,y m13; mientras que la
segunda, además del mintérmino m1, sólo cubre al m9. Ambas im-
plicantes tienen igual coste, pero la primera cubre más unos que la
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Figura 3.40. Representación de la función F =
P

(0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 15) en
la que se han sombreado los cuadros cubiertos por la expresión F (a, b, c, d) = b d + . . .

segunda, por tanto, ésta última se puede eliminar y deja, a c d como
la única implicante prima que puede representar al mintérmino m1,
F (a, b, c, d) = b d + c d + ..

De las implicantes primas restantes y de los mintérminos que que-
dan por cubrir, se deduce que la mejor opción viene dada por la
implicante b d. Por tanto, la expresión final queda como sigue:

F (a, b, c, d) = b d + c d + b d

Comparando los costes de las dos posibles soluciones obtenidas se de-
duce que, ambas, son sumas irredundantes.

3.3.4.3. Obtención de las implicadas primas y productos irredundantes
mediante el K-mapa.

Se sigue el mismo procedimiento que para las implicantes primas y su-
mas irredundantes, pero ahora, se buscan rectángulos de 0-cells que vienen
expresados mediante términos suma.
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Figura 3.41. Representación de la función F =
P

(0, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 13, 14, 15) en
la que se han sombreado los cuadros cubiertos por la expresión F (a, b, c, d) = b d +
c d + ..

Ejemplo.

Obtener el producto mı́nimo de la función cuyo K-mapa está representado
en la figura 3.42.

Figura 3.42. Representación de la función de conmutación F = ⇧(0, 1, 2, 4, 5, 6, 12,

13) junto con las expresiones de sus implicadas primas.

Existen tres implicadas primas que son esenciales por contener ceros dis-
tinguidos. El producto irredundante es:

f(a, b, c, d) = (a + d)(a + c)(b + c)
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3.3.4.4. Minimización de funciones de conmutación incompletas

En la figura 3.43 se ha representado el K-mapa de la siguiente función de
conmutación incompleta: F =

P
(5, 7, 15) + d(13)

Figura 3.43. K-mapa de la función f =
P

(5, 7, 15) + d(13).

Parece razonable buscar las implicantes primas asociadas a los 1-cells. Para
este ejemplo, la función F vendrı́a dada por la relación:

F (a, b, c, d) = a b d + b c d

No obstante, se sabe que una inespecificación, para un circuito digital, se
corresponde con una condición de entrada que no sucede nunca y que, por
eso, no se necesita definir cuál serı́a su salida correspondiente. Podemos va-
lernos de las entradas no definidas para conseguir una reducción mayor de la
expresión lógica. En concreto, para el ejemplo de la figura 3.43, si se toma la
inespecificación como si fuera un 1 lógico, la expresión final resultante serı́a
F (a, b, c, d) = b d, de menor coste que la obtenida a partir de los mintérminos
exclusivamente. Si se realizara un test de funcionamiento, en el que se obser-
va la salida del circuito para todas las entradas definidas posibles (excluyen-
do la 13), a los circuitos que implementen las funciones F (a, b, c, d) = b d y
F (a, b, c, d) = a b d + b c d, se verı́a que ambos funcionan de manera idéntica,
pero, el primero, como es obvio, tiene un coste menor.
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La obtención de la expresión mı́nima en s.p. (suma de productos) o p.s.
(producto de sumas), pasa por dos fases: obtención de las implicantes (impli-
cadas) primas y cubrimiento mı́nimo de los 1-cells(0-cells ). Para las funciones
de conmutación incompletas, se utilizarán las entradas no definidas como si
fueran 0 o 1, a conveniencia, para formar los rectángulos de 1-cells (o de 0-
cells) de mayor área posible y, ası́, conseguir implicantes (implicadas) primas
más reducidas. En la fase de cubrimiento mı́nimo, se descartarán aquellas im-
plicantes primas que sólo cubran inespecificaciones, sólo se utilizarán aquellas
que, al menos, cubran a un mintérmino.

Ejemplo.

Obtener la expresión mı́nima, en suma de productos, de la función
F =

P
(0, 2, 3, 4, 12, 13) + d(5, 7, 10, 11).

Las implicantes primas de F que contienen, al menos, un mintérmino de
la función, se han dibujado en el K-mapa de la figura 3.44.

Figura 3.44. K-mapa de la función F =
P

(0, 2, 3, 4, 12, 13) + d(5, 7, 10, 11).

La inespecificación asociada a la entrada 5, tomada como 1 lógico, permite
obtener la implicante prima b c. Del mismo modo, las inespecificaciones 10
y 11, tomadas como 1 lógico, permiten generar la implicante prima b c y la
inespecificación 7 la implicante prima a c d.

Ahora se estudia el cubrimiento. La implicante prima bc es esencial. Por
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otro lado, el mintérmino m0 está cubierto por dos implicantes primas de igual
coste: a c d y a b c. La mejor de las dos es la a b c porque, además del
mintérmino m0 cubre al m2. Por último, para cubrir el mintérmino m3, están
las implicantes primas bc y acd, que no cubren ningún mintérmino adicional
y cuyos costes permiten escoger a la primera de las dos. La expresión final
irredundante es:

F (a, b, c, d) = b c + a b c + b c

3.3.4.5. Minimización de funciones de conmutación de 5 variables

El procedimiento de minimización mediante el K-mapa ya ha sido amplia-
mente estudiado y es aplicable a mapas de cualquier tamaño. La única nove-
dad que puede plantear la simplificación en mapas de 5 variables es el hecho
de la obtención de las implicantes (implicadas) primas, ya que la formación
de los rectángulos de 1-cell(0-cell) es algo más compleja.

Se puede considerar que el mapa de 5 variables está constituido por un K-
mapa de cuatro variables (K1) al que se le ha añadido, por la derecha, un nue-
vo K-mapa de cuatro variables (K2). La formación de las implicantes (implica-
das) primas se realiza en cada parte (K1 y K2) por separado, de igual manera
a la estudiada con anterioridad, y en conjunto, buscando aquellos rectángu-
los que ocupen posiciones adyacentes en ambas mitades. Los rectángulos que
cumplan estos requisitos, constituyen una implicante (implicada) prima.

Ejemplos.

1. El K-mapa de la figura 3.45 muestra todos las implicantes primas aso-
ciadas a la función F =

P
(0, 5, 6, 7, 8, 13, 15, 16, 20, 21, 22, 23, 24, 29, 31).

Usando aquellas que son esenciales, se obtiene F = c d e + a b c + c e +
b c d.

2. El K-mapa de la figura 3.46 muestra todas las implicadas primas asocia-
das a la función F = ⇧(1,3, 5, 7, 9, 10, 11, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25,
26, 27). Todas ellas son primas, por consiguiente, F = (a + b)(b + e)(c +
e)(b + c + d).
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Figura 3.45. K-mapa de la función F =
P

(0, 5, 6, 7, 8, 13, 15, 16, 20, 21, 22, 23, 24,

29, 31).

Figura 3.46. K-mapa de F = ⇧(1, 3, 5, 7, 9, 10, 11, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26,
27).
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Ejercicios propuestos

Problema 3.1 Describa los terminales y funciones del esquema mostrado en
la figura 3.3.4.5. Asimismo, explique los parámetros eléctricos representados
en la tabla 3.24 y calcule los márgenes de ruido de este dispositivo.

(a) Encapsulado (b) Simbólos (c) Tabla de función

Tabla 3.24:
MIN NOM MAX

Vcc 4,5V 5V 5,5V
VIH 2V
VIL 0,8V
VOH 4,8V
VOL 0,35V 0,5V
tpLH

1ns 5ns
tpHL

1ns 4ns
Fanout 20

Problema 3.2 Analizar el circuito de la figura 3.47 y obtenga la expresión
mı́nima en suma de productos.

Problema 3.3 Obtenga todas las implicantes primas de la función f =
⇧(6, 7, 8, 12, 13)d(0, 5, 10)

Problema 3.4 Obtenga la expresión óptima en producto de sumas que imple-
menta la función:

F =
X

(1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, ) + d(6, 10, 14)

Problema 3.5 Para el circuito de la figura 3.48, implemente el circuito G de
menor coste, para que F (w, x, y, z) =

P
(0, 1, 2, 3, 4, 7, 8, 11).
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Figura 3.47.

Figura 3.48.
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Problema 3.6 Se dispone de puertas F de dos entradas, tal que F (a, b) = a • b
+ a: Se pide:

1. Implementar con puertas F y las constantes lógicas 0 y 1, las puertas
AND, OR y NOT. ¿Forman las puertas F un conjunto completo de ope-
radores?.

2. Analizar el circuito de la figura 3.49. Obtener la expresion canónica de
sumas de productos de la salida Z.

Figura 3.49.

3. Implementar con puertas F y una puerta NAND (que no se podrá utili-
zar como inversor) la función W =

P
(2, 4, 6)

Problema 3.7 Dibujar el mapa de Karnaugh de 6 variables (abcdef ) e indicar
cómo se podrı́an obtener todos los implicantes de cuatro literales que conten-
gan, simultáneamente, los mintérminos m42 y m10.

Problema 3.8 A un depósito (figura 3.50) acceden cuatro canalizaciones de
lı́quido, cada una de las cuales es capaz de suministrar un caudal determi-
nado. Cada una de estas canalizaciones es controlada por una electroválvula
cuyo estado (abierto o cerrado) depedende de una variable binaria. Llame-
mos a, b, c, d a las variables binarias que controlan dichas electroválvulas.
Estas variables binarias son generadas por un sistema de control de acceso al
depósito. Las cuatro canalizaciones de salida, también están controladas por
electroválvulas, pero el caudal que cada una de ellas es capaz de evacuar es di-
ferente al de las de entrada. Se pide diseñar el circuito lógico sólo con NAND
para el gobierno de las electroválvulas de salida, de tal forma que el caudal
total de entrada sea igual al de salida, y teniendo en cuenta que nunca podrán
estar abiertas más de dos electroválvulas de entradas.

Problema 3.9 Para poner en marcha un motor se requieren tres interruptores
a, b ,c de tal forma que el funcionamiento del mismo se produzca únicamente
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Figura 3.50.

en las siguientes condiciones:

cuando esté cerrado solamente c.

cuando estén cerrados simultáneamente a y c y no lo esté b.

cuando estén cerrados simultáneamente a y b y no lo esté c.

Se pide: (a) construir la tabla de verdad, (b) implementar el circuito de mando
mı́nimo con puertas NAND de dos entradas y (c)implementar el circuito de
mando mı́nimo con puertas NOR de dos entradas
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Capı́tulo 4

Subsistemas combinacionales

4.1. Circuitos integrados MSI/LSI

Las puertas lógicas y circuitos integrados estudiados en el tema anterior,
sólo implementan funciones lógicas elementales, AND, OR, EXOR, etc. Son
demasiado simples para poder realizar cualquier circuito integrado con un
nivel de complejidad medio usando pocos componentes. Para ello, se usan
circuitos integrados de mayor nivel de integración que incluyen funciones
lógicas algo más complejas que la simple AND,OR, etc y que pueden resol-
ver los problemas de dimensionado y cantidad de componentes del circuito
resultante.

Todos aquellos circuitos integrados que poseen una complejidad mayor a
la simple puerta lógica se denominan subsistemas combinacionales. En gene-
ral, consideraremos al subsistema combinacional como un circuito multientra-
da y multisalida, esto es, dispone de n lı́neas de entrada, y genera m funciones
lógicas de salida, figura 4.1.

Estas lı́neas de entrada y salida pueden clasificarse en:

lı́neas de datos

lı́neas de control

177
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Subsistema
combinacionaln m

Figura 4.1.

Las primeras se corresponden con aquellas lı́neas de entrada o salida del
circuito por las que entran los bits de datos al circuito y salen los bits del re-
sultado generado por el mismo. Estas lı́neas pueden ser activas en alto (en
cuyo caso un 1 es activación y un 0 desactivación) o en bajo (en cuyo caso un
0 significa activación y un 1 desactivación). Las lı́neas que son activas en bajo
se representan con una “burbuja” (aunque en muchas ocasiones aparece tam-
bién una especie de triángulo), mientras que las lı́neas activas en alto, carecen
de ella.

Las lı́neas de control pueden ser, también, de entrada y salida y sirven para
controlar o generar códigos necesarios para el funcionamiento del circuito.
Una de las lı́neas de control más usadas es el habilitador (Enable), figura 4.2.

Subsistema
combinacionaln m

Subsistema
combinacionaln m

Enable (E)

Figura 4.2.

La habilitación de un subsistema a través de la lı́nea de Enable permite el
funcionamiento, o no, del subsistema, y puede obtenerse cuando dicha lı́nea
de control tenga un nivel alto (un 1 lógico) o cuando tenga un nivel bajo (un 0
lógico). En el primer caso, se dice que el Enable es activo en alto, mientras que
para el segundo, el Enable es activo en bajo, figura 4.3.

Podemos encontrar subsistemas que tengan múltiples entradas de habili-
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Subsistema
combinacionaln m

E Enable
activo 
en alto

Subsistema
combinacionaln m

E Enable
activo 

en bajo

Subsistema
combinacionaln m

E1 E2 E3

Figura 4.3.

tación, donde algunas de ellas son activas en alto y, otras, activas en bajo. Es-
ta situación implica que el subsistema se encontrará habilitado cuando cada
uno de los enables individuales tenga simultáneamente el nivel (alto o bajo)
apropiado para su habilitación. Para el ejemplo siguiente, mostrado en la figu-
ra 4.4, E1 y E2 deben tomar el valor 0, y E3, el valor 1, para que el subsistema
se habilite y funcione adecuadamente.

Subsistema
combinacionaln m

E Enable
activo 
en alto

Subsistema
combinacionaln m

E Enable
activo 

en bajo

Subsistema
combinacionaln m

E1 E2 E3

Figura 4.4.

Podemos clasificar los subsistemas combinacionales en aquellos que son
de propósito especı́fico y los que son de propósito general. Los primeros rea-
lizan unas funciones de conmutación muy concretas y no pueden modificarse
o utilizarse para generar otra función distinta a la que realizan. Los segundos,
pueden utilizarse para realizar cualquier función de conmutación.
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4.2. Subsistemas combinacionales de propósito es-
pecı́fico

4.2.1. Decodificadores

El decodificador es un circuito integrado de n entradas de datos y m sa-
lidas de datos, donde m < 2n. Cuando se cumple la igualdad, se dice que el
decodificador es completo. Los decodificadores se especifican de la siguiente
manera: DEC n:m o DEC de n a m.

El propósito de un decodificador es generar los 2n mintérminos o
maxtérminos asociados a las n variables de entrada, por tanto, el funciona-
miento del mismo se deriva de esta propiedad, es decir, sólo hay una salida
activa para cada combinación de entrada.

La tabla de verdad para un decodificador de 2 a 4 con salidas activas en
alto se muestra en la figura 4.5.
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Figura 4.5.

Las salidas tienen las siguientes expresiones lógicas, que son los mintérmi-
nos de las variables A1, A0:

O0 = Ā1 · Ā0

O1 = Ā1 · A0

O2 = A1 · Ā0

O3 = A1 · A0

En el caso de que las salidas del decodificador de 2 a 4 fueran activas en
bajo, figura 4.6, todas las salidas estarı́an a 1 lógico salvo la que estuviera se-
leccionada, que estarı́a a 0 lógico.
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Figura 4.6.

Las salidas tienen las siguientes expresiones lógicas, que son los distintos
maxtérminos de las entradas A1, A0:

O0 = A1 + A0

O1 = A1 + Ā0

O2 = Ā1 + A0

O3 = Ā1 + Ā0

Por lo visto anteriormente, se obtienen mintérminos cuando las salidas del
decodificador son activas en alto y maxtérminos cuando estas son activas en
bajo.

Se pueden encontrar decodificadores con señales de habilitación sencillas
o múltiples, tanto activas en alto como en bajo. En la figura 4.7 se representa la
tabla de verdad de un decodificador de 2 a 4 con salidas activas en alto y con
señal de Enable activa en alto.
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Figura 4.7.
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Las salidas, ahora, tienen la siguiente expresión lógica:

O0 = Ā1 · Ā0 · E
O1 = Ā1 · A0 · E
O2 = A1 · Ā0 · E
O3 = A1 · A0 · E

Podemos decir que la expresión de salida de un decodificador con sali-
das activas en alto que posee entrada de habilitación también activa en alto
equivale a Oi = mi · E, donde mi es el mintérmino asociado a la salida i. Si
la entrada de habilitación fuese activa en bajo, la expresión de la salida i del
decodificador serı́a Oi = mi · Ē.

En aquellos decodificadores cuyas salidas son activas en bajo, la expresión
lógica para cada una de las salidas, en el caso de que se posea lı́nea de Enable
activa en alto, serı́a Oi = Mi + Ē, y si el Enable es activo en baja, Oi = Mi + E.
La figura 4.8 representa las salidas de un decodificador de 2 a 4 con salidas
activas en baja, y señal de Enable también activa en baja.
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Figura 4.8.

En el caso de que el decodificador tenga múltiples entradas de habilitación,
la expresión de la salida i, se obtendrı́a de forma similar a la mostrada en el
siguiente ejemplo, figura 4.9. Disponemos de un decodificador de 3 a 8, con
salidas activas en bajo y tres lı́neas de habilitación (E1, E2 y E3) de las cuales,
dos, son también activas en bajo.

Sustituimos los tres habilitadores por uno sólo, E, activo en alta (aunque
podrı́a asumirse, igualmente, que este fuese activo en baja). Bajo esta nue-
va situación, la salida i del decodificador tiene la siguiente expresión lógica,
Oi = M + Ē. Ahora, sólo necesitamos relacionar el valor de E, con los enables
individuales (E1, E2, E3). Si E = 1 el decodificador está habilitado. De forma
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Figura 4.9.

equivalente, los valores de (E1, E2, E3) para que el decodificador se encuentre
habilitado son (0, 0, 1) respectivamente. Por tanto:

E = Ē1 · Ē2 · E3

Substituyendo esta expresión en Oi, obtenemos:

Oi = Mi + E1 + E2 + Ē3

4.2.1.1. Aplicaciones de los decodificadores

Se sabe que con n bits pueden formarse 2n combinaciones distintas. Pues
bien, un decodificador puede servirnos para indicar cuál de esos 2n combina-
ciones se encuentran en la entrada.

Puesto que un decodificador genera en sus salidas los mintérminos o
maxtérminos asociados a las variables de entrada, entonces podemos imple-
mentar funciones de conmutación si le añadimos las puertas necesarias para
generar la suma de mintérminos o el producto de maxtérminos adecuado.

Ejemplo. Implementar con un decodificador las siguientes funciones de con-
mutación:

F1 =
X

(0, 3, 6)

F2 =
Y

(1, 3, 4, 6)
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Solución 1. Supóngase que el decodificador tiene las salidas activas en alto.
En este caso, el decodificador genera mintérminos. Necesitamos un decodi-
ficador de 3 a 8, ya que hay que generar, en principio, hasta el mintérmino
6. Por otro lado, la función F2 viene expresada como producto de maxtérmi-
nos, por tanto, antes de implementarla, debemos expresarla como suma de
mintérminos. Esto es:

F2 =
Y

(1, 3, 4, 6) =
X

(0, 2, 5, 7)

Y el circuito resultante es el de la figura 4.10.
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Figura 4.10.

Solución 2. Supóngase, ahora, que el decodificador tiene las salidas activas
en bajo. En este caso, el decodificado genera maxtérminos. Convertimos F1 a
producto de maxtérminos.

F1 =
X

(0, 3, 6) =
Y

(1, 2, 4, 5, 7)

Y el circuito resultante es el de la figura 4.11.

Obsérvese que, en ambos casos, se han implementado las mismas funcio-
nes de conmutación de dos formas distintas: suma de mintérminos (decodi-
ficador con salidas activas en alto y puertas OR) y producto de maxtérminos
(decodificador con salidas activas en bajo y puertas AND).



4. Subsistemas combinacionales 185

2

1

0

1

1

0

1

2

3

4

5

6

7

x

y

z

F
1

F
2

2

1

0

&

&

0

1

2

3

4

5

6

7

x

y

z

F
1

F
2

Figura 4.11.

4.2.1.2. Asociación de decodificadores

Los decodificadores pueden asociarse entre sı́, para construir decodifica-
dores que dispongan de mayor número de lı́neas de entrada. Como ejemplo,
figura 4.12, a continuación se muestra la estructura de un decodificador de 3
a 8 con lı́nea de E activa en alta, usando, exclusivamente, decodificadores de
2 a 4 también con lı́nea de E activa en alta.

La lı́nea E se conecta a la entrada de habilitación del decodificador 1, que a
su vez controla los habilitadores 2 y 3. Si E = 0, el habilitador 1 pone todas sus
salidas a 0, lo que provoca que los decodificadores 2 y 3 estén inhabilitados y
todas las salidas Oi a cero lógico. Si E = 1, el decodificador 1 está habilitado
y, ahora, la entrada A2 controla la habilitación de los decodificadores 2 y 3.
Si A2 = 0, se habilita el decodificador 2 mientras que el 3 permanece inhabi-
litado. Si A2 = 1, se habilita el decodificador 3 mientras que el 2 permanece
inhabilitado. En ningún caso, ambos decodificadores (2 y 3) se encuentran si-
multáneamente habilitados. Las entradas A1, A0 controlan, para los decodifi-
cadores 2 y 3, cuál, de las cuatro salidas de cada uno se activa en cada momen-
to. Obsérvese que, gracias a la entrada A2, sólo un decodificador está activo y
por tanto, en cada momento, sólo una, de las ocho salidas, está activa cuando
E = 1.

Como ejemplo práctico, se va a analizar la documentación que ofrece un fa-
bricante de un decodificador comercial. En la figura 4.13 se muestra el sı́mbo-
lo del decodificador 74LS138. En el sı́mbolo gráfico se aprecia que todas las
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lı́neas tienen sobreimpresas un número que identifica el pin correspondiente
del circuito integrado. Algunas de estas lı́neas tiene una especia de triángu-
lo para informar que son activas en bajo. También se aprecian tres zonas en el
sı́mbolo: la derecha, que se corresponde con las lı́neas de salida activas en bajo
numeradas, en el interior desde 0 a 7, y designadas, en el exterior, como Y 0�7;
la parte superior izquierda, formada por tres lı́neas de entrada, numeradas en
el interior como 1, 2, 4 y designadas por A, B y C respectivamente; y la parte
inferior izquierda, formada por tres lı́neas designadas como G1, ¯G2A y ¯G2B,
que entran en el decodificador en una región especifica que se ha destaca-
do internamente mediante un rectángulo nombrado por EN (habilitación) y
con el sı́mbolo & en su interior. Estas tres últimas entradas son los habilitado-
res del decodificador, dos de los cuales son activos en baja, ¯G2A y ¯G2B, y el
otro activo en alto, G1, que se tienen que combinar, a modo de función AND,
para conseguir la habilitación del decodificador, esto es, G1 = 1, ¯G2A = 0 y

¯G2B = 0. Para las lı́neas de entrada A, B y C se observa que se han situado
los pesos asociados a cada una de ellas, 4 para la C, 2 para la B, y 1 para la A
(en lugar de 2, 1, 0 como se mostrado a lo largo de este apartado), por lo que
la entrada C es la más significativa y la A la menos significativa.
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X X H X X X H H H H H H H H
L X X X X X H H H H H H H H
H L L L L L L H H H H H H H
H L L L L H H L H H H H H H
H L L L H L H H L H H H H H
H L L L H H H H H L H H H H
H L L H L L H H H H L H H H
H L L H L H H H H H H L H H
H L L H H L H H H H H H L H
H L L H H H H H H H H H H L

logic symbols (alternatives)†

BIN/OCT
1

1
A

2
2

B

4
3

C

4

5

6
G1

Y0
15

0

&

EN

Y1
14

1

Y2
13

2

Y3
12

3

Y4
11

4

Y5
10

5

Y6
9

6

Y7
7

7

DMUX
0

1
A

2
B

2
3

C

4

5

6
G1

Y0
15

0

&

Y1
14

1

Y2
13

2

Y3
12

3

Y4
11

4

Y5
10

5

Y6
9

6

Y7
7

7

G 7
0

G2A

G2B

G2A

G2B

† These symbols are in accordance with ANSI/IEEE Std 91-1984 and IEC Publication 617-12.
Pin numbers shown are for the D, J, and N packages.Figura 4.13.

El comportamiento del decodificador se puede seguir en la tabla de
función representada en la figura 4.14. Para cualquier combinación de
(G1, ¯G2A, ¯G2B) que no sea (H,L,L), las salidas están en nivel alto para cual-
quier combinación de la entradas (C,B,A). Si (G1, ¯G2A, ¯G2B) = (H,L,L),
entonces una de las ocho salidas se activa dependiento de la combinación de
entradas (C,B,A), por ejemplo si (C,B,A) = (H,H, L) o equivalentemente
(C,B,A) = (1, 1, 0), la salida 6 se activa, L, mientras que las restantes están
inactivas, H .

En la figura 4.15 se muestra la estructura interna de este decodificador.
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Figura 4.14.

Se observa que las entradas de selección pasan a una especie de inversores
con dos salidas cuya función es la de generar las versiones complementadas
y sin complementar de dichas entradas. Después existe un conjunto de puer-
tas NAND que permiten generar los maxtérminos asociados a las variables
(C,B,A) con la opción de inhabilitación procedente de una puerta AND que
recoge las entradas de habilitación.

4.2.2. Codificadores

Los codificadores son circuitos integrados que realizan la función inversa
de un decodificador. En él existe un conjunto de entradas, de las cuales sólo
una puede estar activa en cada momento, y un conjunto de salidas que codi-
fican el valor de la entrada activa en ese momento. No hay relación directa
entre el número de entradas con el de salidas, aunque generalmente 2n en-
tradas producen n salidas. En este último caso se dice que el codificador es
completo.

La tabla de verdad mostrada en la figura 4.16 representa el funcionamiento
de un codificador de 4 entradas a binario natural, en el que tanto las entradas
como las salidas son activas en alto.

Internamente, los codificadores se construyen con puertas OR. La figu-
ra 4.17 muestra la estructura interna del codificador del ejemplo anterior. Esto
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logic diagram (positive logic)
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puede deducirse directamente de la tabla de verdad, donde se puede ver que,
por ejemplo, O1 toma el valor 1 cuando I2 o I3 son 1, y O0 toma el valor 1
cuando I1 o I2 también lo son.
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Figura 4.17.

Existen otros tipos de codificadores, como el Gray, representado en la si-
guiente tabla.
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Figura 4.18.

Su estructura interna viene determinada por dos puertas OR:

O0 = I1 + I2

O1 = I2 + I3

Existe otro tipo de codificador, denominado codificador de prioridad, en
el cual puede existir más de una entrada activa simultáneamente, o ninguna
entrada activa. Las salidas siguen funcionando de modo similar, pero en este
caso codificando, de entre todas las entradas activas simultáneamente, aquella
que posea mayor peso. Como ejemplo, a continuación ilustramos el funciona-
miento de un codificador binario completo de prioridad de 4 entradas activas
en alto y salidas activas en alto, figura 4.19. Este codificador posee una salida
adicional, E, que actúa para indicar si existe o no alguna entrada activa y, de
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esta forma, diferenciar cuándo el codificador está codificando el valor 0, de
cuando no está codificando nada porque no existe ninguna entrada activa.
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E

Figura 4.19.

Analizaremos ahora el funcionamiento de un circuito codificador comer-
cial como es el 74178. Este codificador de prioridad tiene 8 entradas de datos
más una entrada de habilitación, EI , todas ellas activas en bajo, y 3 salidas
de datos activas en bajo, A2, A1 y A0 que codifican las entradas anteriores,
más dos salidas de control, E0 y GS. El sı́mbolo del codificador 74178 se ha
representado en la figura 4.20 y su tabla de funcionamiento, en la figura 4.21.
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Figura 4.20.

El funcionamiento es como sigue: si la entrada EI tiene un nivel alto, el
codificador está inhabilitado, por lo que todas las salidas, independientemente
del valor de las entradas de datos, están inactivas. Si EI tiene un nivel bajo, el
codificador está habilitado y, ahora, en función de los valores de las entradas
(0, . . . , 7), se activarán las salidas (A2, A1, A0), mostrando el código asociado
a la entrada activa de mayor peso activa. Si, por ejemplo, la entrada activa
de mayor peso es la 6, es decir, esta entrada tiene un 0 (L), la entrada 7 un 1
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Figura 4.21.

(H), y las restantes, 0 a 5, no importan, las salidas deben codificar el valor de
la entrada 6, pero como estas son activas en baja, (A2, A1, A0) = (0, 0, 1), es
decir, (L,L,H).

La salida E0 se activa (es decir, vale 0, L) si el codificador
está habilitado(EI = 0) y no existe ninguna entrada activa (0�7 = H�H). Por
otro lado, la salida GS está activa (vale 0, L) si el codificador está habilitado y
hay alguna entrada activa en 0� 7.

4.2.3. Convertidores de código

Son circuitos integrados que transforman una palabra de un código a una
palabra perteneciente a otro código. En definitiva, son traductores de código.
Pueden existir de varios tipos, por ejemplo:

binario/gray

gray/binario

BCD/gray

BCD/7-segmentos

En la figura 4.22 se muestra la tabla de verdad de un convertidor bina-
rio/gray de dos bits.
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Figura 4.22.

Los convertidores pueden diseñarse a nivel de puertas lógicas o, directa-
mente, usando una asociación entre un decodificador y un codificador. En la
figura 4.23 se han representado un convertidor de código de dos bits de bina-
rio a Gray, realizado, primero, mediante una asociación entre decodificador y
codificador y, segundo, a nivel de puertas lógicas. Esta última realización se
alcanza con la obtención de las expresiones mı́nimas obtenidas de la tabla de
verdad del codificador a implementar.
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Un tipo de convertidor muy utilizado es el convertidor de BCD a código
7-segmentos, figura 4.24. El código 7-segmentos es utilizado para iluminar los
distintos segmentos de un display númerico.
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Figura 4.24.

Si se desea visualizar el número 0 en el display, el segmento g debe estar
apagado (entrada g = 0) y los restantes, encendidos (1). Si se desea visualizar
el 8, todos los segmentos deben estar encendidos (1). Se puede deducir fácil-
mente que la tabla de verdad de la figura 4.25 se corresponde con la de dicho
convertidor.
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4.2.4. Comparadores de magnitud

Un comparador de magnitud de n bits es un circuito integrado que per-
mite comparar dos números de n bits. Podemos asumir que este dispositivo
tiene 2n + 3 entradas y 3 salidas. En la figura 4.26 se representa la estructura
de un comparador de 4 bits, donde se aprecian las 8 entradas de datos corres-
pondientes a los dos números binarios A y B, de cuatro bits cada uno, 3 salidas
(G, E, L) y tres entradas adicionales (G0, E0, L0).

A  B

A>B
A=B
A<B

G

1
G0
0

E

0
E0
0

L

0
L0
1

a3

a2

a1

a0

b3

b2

b1

b0

L0

E0

G0

A

B

L
E
GA>B

A=B
A<B

Figura 4.26.

La salida G indica que el número A es mayor que el B, por tanto se acti-
va cuando A > B; la salida L indica que el número A es menor que B, por
tanto se activa cuando A < B, y la salida E indica que los números son igua-
les. Se deduce del funcionamiento descrito que el comparador no puede tener
simultáneamente activas varias de sus tres salidas. Esta propiedad será here-
dada por las entradas (G0, E0, L0), por lo que estas sólo pueden tener un 1
lógico repartido entre las tres. Volviendo a la descripción funcional del com-
parador, la salida G toma el valor 1 lógico cuando A > B y 0 en cualquier
otro caso y la salida L toma el valor 1 lógico cuando A < B, y 0 en cualquier
otro caso. No obstante, cuando los números A y B son iguales, existe una di-
ferencia substancial. En este caso las tres salidas, (G, E, L) toman los valores
lógicos de las entradas (G0, E0, L0). Por tanto, si queremos que la salida E se
active cuando A = B, debemos introducir en las entradas (G0, E0, L0) los va-
lores lógicos (0, 1, 0) respectivamente. Este modo de funcionamiento permite
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la asociación de comparadores, para poder realizar comparaciones a números
que tengan una mayor cantidad de bits.

La tabla mostrada en la figura 4.27 resume el funcionamiento del compa-
rador de magnitud de 4 bits 74LS85.

H = HIGH Level
L = LOW Level
X = IMMATERIAL

5-2
FAST AND LS TTL DATA

SN54/74LS85

LOGIC DIAGRAM
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GUARANTEED OPERATING RANGES
Symbol Parameter Min Typ Max Unit

VCC Supply Voltage 54
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V

TA Operating Ambient Temperature Range 54
74

–55
0

25
25
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°C

IOH Output Current — High 54, 74 –0.4 mA
IOL Output Current — Low 54

74
4.0
8.0

mA

Figura 4.27.

4.2.4.1. Asociación de comparadores

De las formas posibles de asociación de comparadores de magnitud para
construir comparadores con capacidad de proceso de números que contengan
más bits, presentaremos la más elemental: la asociación en serie. Veremos el
proceso de asociación con un ejemplo.

Se dispone de comparadores de magnitud de 4 bits, y se desea construir un
comparador que permita comparar dos números A y B de 12 bits. La solución
a este problema se presenta en la figura 4.28.

Los 4 bits más significativos de los dos números A y B, se introducen en
las entradas del comparador 1. Si la magnitud asociada a los cuatro bits a11�8

es mayor que la asociada a los cuatro bits b11�8, entonces A > B y se activa
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la salida G; si la magnitud asociada a los cuatro bits a11�8 es menor que la
asociada a los bits b11�8, entonces A < B y se activa la salida L. En el caso en
que las magnitudes asociadas a los bits a11�8 y b11�8 sean iguales, las salidas
(G, E, L) toman el valor de sus entradas (G0, E0, L0), las cuales dependen a su
vez de las salidas (G, E, L) del comparador 2. Este nuevo comparador tiene,
en sus entradas de datos, los bits a7�4 y b7�4 de los números A y B. Repitiendo
el proceso anterior veremos que la salida G del comparador 1 se activará en
este caso si a11�8 = b11�8 y a7�4 > b7�4; la salida L si a11�8 = b11�8 y a7�4 <
b7�4; y en el caso en que también las magnitudes asociadas a los bits a7�4

y b7�4 sean iguales, las salidas (G, E, L) del comparador 1 son iguales a las
entradas (G0, E0, L0) del comparador 2, las cuales están controladas a su vez
por las salidas (G, E, L) del comparador 3. Este último comparador realiza las
mismas funciones que sus antecesores pero con los bits a3�0 y b3�0 de los dos
números. En este caso, las entradas (G0, E0, L0) de este comparador tienen
las constantes (0, 1, 0) respectivamente, por lo que si ocurre una situación de
igualdad entre las magnitudes asociadas a los 4 bits menos significativos de
ambos números A y B, la salida E se pondrá a 1 lógico.

4.2.5. Demultiplexor

Es un circuito MSI que dispone de n lı́neas de control de entrada y 2n + 1
lı́neas de datos. 2n lı́neas de datos son de salida (también llamadas canales)
frente a una única lı́nea de entrada. Se pueden designar mediante DEMUX
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1:m, donde m es el número de canales. Recordemos que los canales deben
ser una potencia del número 2. Otra forma de designarlos es DEMUX de n
entradas de control. El sı́mbolo usado para representar al demultiplexor es el
mostrado en la figura 4.29.
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El funcionamiento de un demultiplexor puede entenderse mediante su
sı́mil mecánico. En la figura 4.30 se ha representado un sistema interruptor
consistente en una lı́nea de entrada y 4 lı́neas de salida (canales). El interrup-
tor está construido sobre un eje sobre el que puede girar y provocar la cone-
xión de la entrada con uno de los cuatro canales de salida. El canal de salida
escogido para la conexión es determinado por las dos lı́neas de control.
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En efecto, un demultiplexor es un circuito digital que permite “pasar” el
valor lógico de la entrada a un canal de salida seleccionado por las lı́neas de
control. Un canal de salida seleccionado muestra el valor lógico de la entrada,
mientras que un canal de salida no seleccionado genera el valor lógico 0. La
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tabla de verdad de la figura 4.31 muestra el funcionamiento de un demultiple-
xor de 4 canales.
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Es fácil comparar el funcionamiento de este dispositivo con el de un de-
codificador con entrada de habilitación. En este último dispositivo cuando la
entrada de habilitación es 0, todas sus salidas son cero, mientras si la entrada
de habilitación es 1, se activará la salida correspondiente a la entradas situadas
en el decodificador. Esta similitud provoca que no exista diferenciación entre
algunos decodificadores y los demultiplexores, los cuales se suelen presentar
como un mismo circuito.

4.3. Subsistemas de propósito general

4.3.1. Multiplexor

Es un dispositivo que consta de 2n entradas de datos (también llamados
canales), n entradas de selección de canal y una salida de datos. Pueden ser
designados mediante MUX 2n : 1, o MUX de n lı́neas de control. Destacamos
el hecho de que los canales y las entradas de selección de canal están relacio-
nados mediante potencia de 2. La figura 4.32 representa el sı́mbolo gráfico de
un multiplexor de cuatro canales (MUX 4:1).

El multiplexor realiza la función inversa a la del demultiplexor. La salida
z muestra el valor lógico existente en el canal de entrada que es seleccionado
por las entradas A1 y A0. El sı́mil mecánico del multiplexor puede verse en la
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figura 4.33. Las entradas de selección de canal fijan la posición del interruptor
mecánico y, por tanto, la salida muestra el valor del canal seleccionado.
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La tabla de verdad simplificada del multiplexor de cuatro canales y su
estructura interna se representan en la figura 4.34.

De la tabla se deduce que la expresión lógica del multiplexor es:

Z = d0Ā1Ā0 + d1Ā1A0 + d2A1Ā0 + d3A1A0

Se puede comprobar que la salida de un multiplexor se corresponde a una
suma de los mintérminos asociados a las entradas de selección, los cuales
están multiplicados por los valores de los canales asociados.

Los multiplexores pueden disponer, además, de una lı́nea de habilitación
denominada normalmente strobe, figura 4.35. Estas lı́neas pueden ser acti-
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vas en alto o en bajo. Cuando están activas, el multiplexor opera de la forma
descrita con anterioridad. Si están inactivas, la salida del multiplexor es un 0
lógico.
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4.3.1.1. El multiplexor como generador de funciones

El teorema de expansión de Shannon estudiado en el tema 3 indica que
cualquier función de conmutación completa de n variables puede ser expre-
sada como:

F (x1, . . . , xn) =
X

f(i) · mi(x1, . . . , xn)

La expresión anterior se asemeja a la salida de un multiplexor de n entra-
das de selección:

Z =
X

di · mi(A1, . . . , An)

Por tanto, si suponemos que las entradas de selección de canal A1, . . . , An
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son las variables de la función x1, . . . , xn y en los canales situamos las cons-
tantes 0 y 1 correspondientes a los valores lógicos que toma la función de con-
mutación para cada condición de entrada asociada a las variables di = f(i), la
salida z se corresponderá con la implementación de dicha función.

Ejemplo 1. Usando un multiplexor de 8 canales, implementar la función de
conmutación f =

P
(0, 4, 5, 7). La solución se muestra en la figura 4.36.
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Figura 4.36.

El método para la implementación de funciones de conmutación con mul-
tiplexores se hace evidente en primera instancia, ya que escogemos un MUX
con tantas entradas de selección como variables tenga la función. Cada una
de las variables se conecta a una entrada de selección. Ahora bien, cada com-
binación de entrada que tome las variables de la función, dicha función de
conmutación toma un valor lógico (0 ó 1). Este valor se sitúa en el canal que
se encuentra actualmente seleccionado para esa combinación de entrada.

No obstante, en la mayorı́a de las ocasiones las funciones se pueden im-
plementar con multiplexores de menor número de canales o bien, el número
de canales del multiplexor es un parámetro que fija el problema, por lo que no
siempre podremos aplicar el método de diseño enseñado. Para el caso general,
se siguen una pautas que mostraremos en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 2. Diseñar la función de conmutación f =
P

(0, 4, 5, 7) usando mul-
tiplexores de 4 canales.

En primer lugar, de las tres variables que tiene la función, se escogen dos
para ser conectadas en las entradas de selección de canal del multiplexor (p.e.:
x, y). Como la salida del multiplexor debe corresponderse con la función de
conmutación, entonces:

F (x, y, z) = d0x̄ȳ + d1x̄y + d2xȳ + d3xy
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_ Figura 4.37.

Por lo que los canales deben tener asociados las “subfunciones” de f resul-
tantes de extraer las variables x e y. Estas funciones se denominan funciones
residuo, figura 4.37. El K-mapa de la figura 4.38 representa las cuatro funcio-
nes resultantes de este ejemplo y sus expresiones lógicas.
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Figura 4.38.

Por tanto, y suponiendo que las variables están disponibles en doble raı́l,
la solución al problema serı́a la ilustrada en la figura 4.39.
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Figura 4.39.

Ejemplo 3. Diseñar la función de conmutación f =
P

(0, 4, 5, 7) usando mul-
tiplexores de 2 canales.

Se procede de modo similar al ejemplo anterior. En primer lugar escoge-
mos de las tres variables de la función la que se conectará a la entrada de
selección de canal del multiplexor, por ejemplo, x. La salida del multiplexor
debe corresponderse con la función de conmutación, figura 4.40.
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Figura 4.40.

Por lo que los canales 0 y 1 tienen las funciones residuo f(0, y, z) y f(1, y, z)
respectivamente. El K-mapa de la figura 4.41 representa los residuos de dicha
función y sus expresiones lógicas.

En este caso, las funciones residuo no son una simple variable (comple-
mentada o sin complementar), ni las constantes 0 ó 1, sino que son expresiones
algebraicas que deben implementarse usando otros multiplexores. Por tanto
procedemos con esta técnica de diseño, pero ahora con las funciones residuo.
Por ejemplo, la función residuo f(0, y, z) de dos variables, va a ser generada
por un nuevo multiplexor de 2 canales cuya entrada de selección de canal va
a ser, por ejemplo, y, tal como aparece en la figura 4.42. Entonces la salida de
este nuevo multiplexor será:

f(0, y, z) = d0ȳ + d1y
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Figura 4.42.

Por lo tanto, los canales 0 y 1 de este nuevo multiplexor, están ligados a las
funciones residuo f(0, 0, z) y f(0, 1, z) respectivamente. El K-mapa de la figu-
ra 4.43 representa la función f(0, y, z), y sus dos residuos con sus expresiones
lógicas.

0

0

1f(1,y,z)

x

f(0,0,z) = z       f(0,1,z) = 0

0

0

1

y

f

0

z

f

1

y

z
0 1

0

1

0

0

1

x

y

f(1,y,z)

0

0

1

y

f(1,1,z)

f(1,0,z)

0

0

1

f

_

_

0

z
_

Figura 4.43.

Repitiendo el proceso para el segundo residuo, f(1, y, z), para el que, igual-
mente extraemos la variable y, obtendremos:

f(1, y, z) = d0ȳ + d1y
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y de ahı́ el circuito de la figura 4.44.
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Figura 4.44.

Los canales 0 y 1 del último multiplexor se corresponden con los residuos
f(1, 0, z) y f(1, 1, z) respectivamente. El K-mapa de la figura 4.45 representa
la función f(1, y, z), y sus dos residuos con sus expresiones lógicas.
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Figura 4.45.

Este mismo ejemplo se podrı́a resolver de forma que el resultado tuviera
un coste menor, esto es, un número menor de multiplexores. Supongamos que
en el primer paso, en lugar de escoger la variable x, escogemos la z. En este
caso,

f(x, y, z) = d0z̄ + d1z
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cuya implementación comenzarı́a con el multiplexor de la figura 4.46.
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Ası́, los residuos a colocar en los canales, y sus expresiones lógicas son las
mostradas en la figura 4.47.
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Figura 4.47.

4.3.1.2. Asociación de multiplexores

El proceso de asociación consiste en poder construir multiplexores de ma-
yor número de canales a partir de multiplexores con menor número de ca-
nales. Veamos el proceso de asociación con un ejemplo. Supongamos que se
desea construir un multiplexor de 8 canales usando multiplexores de 2 cana-
les.

La expresión de salida del multiplexor de 8 canales es la siguiente:

Z(A2, A1, A0) = d0Ā2Ā1Ā0 + d1Ā2Ā1A0 + d2Ā2A1Ā0 + d3Ā2A1A0 +
d4A2Ā1Ā0 + d5A2Ā1A0 + d6A2A1Ā0 + d7A2A1A0

Pero esta función debe ser generada por multiplexores de 2 canales. Por
tanto, seguimos los mismos pasos que para la implementación de funciones.
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Usamos un multiplexor de 2 cuya salida es la función Z, y la lı́nea de selección
de canal es A2, tal como aparece en la figura 4.48.

A2

0

0

1
z(A2, A1, A0)

z(0, A1, A0)

z(1, A1, A0)

Figura 4.48.

La función residuo Z(0, A1, A0) = d0Ā1Ā0 + d1Ā1A0 + d2A1Ā0 + d3A1A0

y la función residuo Z(1, A1, A0) = d4Ā1Ā0 + d5Ā1A0 + d6A1Ā0 + d7A1A0.
Estas nuevas funciones residuo pueden implementarse usando sendos multi-
plexores de 2 canales cuyas lı́neas de selección de canal están controladas por
la variable A1, figura 4.49.
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Figura 4.49.

Los cuatro residuos resultantes pueden implementarse, a su vez, con cua-
tro multiplexores de dos canales:

Z(0, 0, A0) = d0Ā0 + d1A0

Z(0, 1, A0) = d2Ā0 + d3A0

Z(1, 0, A0) = d4Ā0 + d5A0

Z(1, 1, A0) = d6Ā0 + d7A0

El circuito resultante se muestra en la figura 4.50.
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4.3.2. ROM (Read Only Memory)

Son memorias en las que sólo se puede leer la información que previamen-
te se programó. La información que contienen no se pierde aunque sea des-
conectada la alimentación del circuito. La ROM consta de n entradas que, en
conjunto, se denominan bus de direcciones, y de m salidas de datos que, jun-
tas, forman el bus de datos. Adicionalmente tienen algunas señales de control
de las cuales comentaremos sólo una de ellas. La ROM se identifica determi-
nando su capacidad de almacenamiento. Esta capacidad de almacenamiento
se mide normalmente en bits y está relacionada con las lı́neas de direcciones
n, y las lineas de datos m, mediante la siguiente expresión:

Capacidad(bits) = 2n ⇥m

Por tanto, una ROM de 8x2, es una ROM de 16 bits que tiene 3 lı́neas en
su bus de direcciones y 2 lı́neas en el de datos. De igual forma, una ROM de
256x8 bits es una ROM que tiene 8 lı́neas en su bus de direcciones y 8 en su
bus de datos.

Internamente, podemos considerar que la ROM está formada por un con-
junto de celdas (que contienen un 1 o un 0) organizadas en 2n filas y m colum-
nas. De forma que cuando se selecciona una fila (para una determinada com-
binación de valores en el bus de direcciones), los bits contenidos en las celdas
de dicha fila, salen por el bus de datos. Para el ejemplo de la figura 4.51, si se
selecciona la fila 3, A2�A0 = 011, la salida D3�D0 = 1110, si se selecciona la
fila 6, A2 �A0 = 110, la salida D3 �D0 = 0001.

Una ROM de 2n ⇥ m, está formada por un decodificador de m lı́neas de
entrada, 2n ⇥ m fusibles o interconexiones y m puertas OR. La figura 4.52
esquematiza una ROM de 4x2.

El decodificador, en función de la combinación de entrada aplicada al bus
de direcciones activa una fila (esto es, pone un 1 lógico a la salida de la fila 0, 1,
2 ó 3). Los fusibles permiten la interconexión de las salidas del decodificador
con las entradas de las puertas OR, las cuales generan cada una de las lı́neas
del bus de datos. Un fusible puede estar fundido o sin fundir. En el primer
caso, se elimina la interconexión entre la fila y la columna correspondientes.
Esto provoca que dicha columna introduzca un 0 lógico a la entrada de la OR,
gracias a la resistencia de pull-down. En el segundo caso, el fusible sin fundir,
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se establece conexión entre la fila y la columna; y, en el supuesto que dicha
fila esté activa (1 lógico), la columna correspondiente también se activa, pro-
vocando que se active la salida asociada del bus de datos. Podemos intuir que
la existencia de un fusible fundido o sin fundir provoca el almacenamiento de
un 0 o un 1 respectivamente.

Analicemos el siguiente ejemplo, donde aparecen fusibles fundidos y sin
fundir. Si las entradas de la ROM son A1A0 = 00, sólo la salida 0 del deco-
dificador tiene un 1, mientras que las restantes tienen un 0. El 1 lógico de la
salida 0 del decodificador pasa a la salida D1 de la ROM, mientras que por la
salida D0 sale un 0 lógico por tener el fusible correspondiente fundido. Si las
entradas de la ROM son A1A0 = 01, sólo la salida 1 del decodificador tiene
un 1, el cual no tiene camino fı́sico de salida hacia el bus de datos. Por tanto
D1D0 = 00. Si A1A0 = 10, la salida 2 del decodificador tiene un 1, el cual
provoca que D0 = 1, mientras que ahora D1 = 0. Por último, si A1A0 = 11,
las salidas D1D0 = 11, por tener intactos los fusibles correspondientes. El re-
sultado se muestra en la figura 4.53.
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Figura 4.53.

Si hacemos una representación esquemática de la ROM anterior, y de su
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contenido, nos queda lo que aparece en la figura 4.54.
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Figura 4.54.

Si comparamos el contenido obtenido de la ROM con la estructura de fusi-
bles, veremos fácilmente que un 1 es equivalente a un fusible sin fundir y un
0 a un fusible fundido.

Una forma más simple de representar la estructura interna de la ROM apa-
rece en la figura 4.55. Se han substituido las múltiples lı́neas de conexión ver-
tical de cada OR, por una simple lı́nea y la existencia de un fusible por una
aspa ⇥. De esta forma, si existe una aspa entre una lı́nea horizontal y la verti-
cal, indica que en esa posición hay almacenado un 1, y si no existe aspa en el
cruce, hay almacenado un 0.
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Figura 4.55.

Los dispositivos ROM tienen lı́neas de control que permiten su habilita-
ción, lectura, etc. De estas lı́neas sólo mostraremos CS, Chip Select, cuya fun-
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ción es similar a la de la entrada enable en los decodificadores y puede aparecer
activa en alto o en bajo. En el caso de que CS esté inactivo, la ROM esta inha-
bilitada, pasa a un modo de bajo consumo (standby) y sus salidas se ponen en
alta impedancia. Si CS está activo, la ROM está habilitada y opera del modo
descrito con anterioridad.

Las salidas en alta impedancia son debidas a la existencia de unos dispo-
sitivos llamados buffers triestado situados entre las salidas de las puertas OR
(internas a la ROM) y las salidas fı́sicas del bus de datos, figura 4.56.
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Figura 4.56.

El estado de alta impedancia consiste en una desconexión lógica de la sa-
lida. Podemos asumir que el buffer triestado es una especie de interruptor
que cuando está cerrado, x = 1, la salida es igual a la entrada, y cuando esta
abierto, x = 0, la salida se ha desconectado fı́sicamente de la entrada.

En una ROM, los buffers triestado están controlados por la lı́nea CS, según
se muestra en la figura 4.57.

4.3.2.1. La ROM como generador de funciones de conmutación

La implementación de funciones de conmutación, en el caso de suma de
mintérminos, requiere de la existencia mı́nima de una puerta OR, y de las
puertas AND necesarias para la realización de los productos. Una ROM per-
mite ambas cosas. Por un lado existe un decodificador que permite generar
todos los mintérminos asociados a las entradas de direcciones; y por otro lado
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tenemos una matriz programable que permite seleccionar aquellos mintérmi-
nos que pasarán a la entrada de la OR. En resumen, una ROM de 2n ⇥m bits
permite generar m funciones de conmutación de n variables cada una.

Implementar una o varias funciones en una ROM equivale a indicar cuál
debe ser el contenido de la misma, o lo que es equivalente, dar su tabla de pro-
gramación. La tabla de programación muestra los bits almacenados en cada
dirección de memoria.

Ejemplo 1. Implementar las funciones f =
P

(1, 3, 5, 7) y g =
P

(0, 2, 4, 5)
haciendo uso de una ROM.

Como mı́nimo la ROM debe tener la capacidad de 8x2 bits. El número
2 indica que tiene dos salidas, ya que vamos a programar dos funciones de
conmutación f y g; y el número 8 indica que el bus de direcciones tiene las
3 lı́neas necesarias para conectar las tres variables de las dos funciones f y g.
La tabla de programación debe indicar, para cada dirección, cuál debe ser el
contenido de la ROM, para que la salidas se correspondan con las funciones
f y g, figura 4.58. En primer lugar haremos que la variable x se conecte a la
lı́nea A2 del bus de direcciones, la variable y a la lı́nea A1 y la variable z a la
lı́nea A0. Asimismo, la salida D1 será la responsable de generar la función f ,
mientras que la D0, la función g.

0
1
2
3
4
5
6
7

1
2
1
2
1
3
0
2

POS[$] CONT[$]

f g

0   1
1   0
0   1
1   0
0   1
1   1
0   0
1   0

000
001
010
011
100
101
110
111

0

2
1

1 0

ROM
8x2x x

y y
z z

gf

Tabla de verdad Tabla de contenido
(hexadecimal)

Figura 4.58.

En general, podemos decir que generar la tabla de programación de una
ROM que implementa funciones de conmutación se reduce a algo tan simple
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como mostrar la tabla de verdad de dichas funciones. Es común que la tabla de
programación de una ROM, cuando esta dispone de muchas lı́neas de entrada
y salida, se exprese de forma más reducida usando el código hexadecimal. Ası́,
por ejemplo, la tabla de programación del ejemplo anterior serı́a la mostrada
en la figura 4.59.

0
1
2
3
4
5
6
7

1
2
1
2
1
3
0
2

POS[$] CONT[$]

f g

0   1
1   0
0   1
1   0
0   1
1   1
0   0
1   0

000
001
010
011
100
101
110
111

0

2
1

1 0

ROM
8x2x x

y y
z z

gf

Tabla de verdad Tabla de contenido
(hexadecimal)

Figura 4.59.

4.3.2.2. Asociación de ROM

La asociación de ROM busca la construcción de ROM de mayor capaci-
dad a partir de dispositivos ROM de menor capacidad. La obtención de una
mayor capacidad puede conseguirse de tres formas distintas: aumentando la
capacidad de direccionamiento (incrementar n, m fija); aumentando el tamaño
del bus de datos (n fija, incrementar m); y aumentando tanto la capacidad de
direccionamiento como el bus de datos (incrementar n y m). Es evidente que
este última posibilidad se obtiene de mezclar las dos anteriores. Por eso, estu-
diaremos las dos primeras posibilidades mediante el empleo de ejemplos.

Ejemplo 1. Se dispone de ROM de 8x2 y se desea construir una ROM de 8x4.

Estamos en el caso de aumentar el número de bits del bus de datos. El
diseño resultante puede verse en la figura 4.60, donde se han interconectado
juntas las lı́neas correspondientes a los buses de direcciones. Por otro lado, el
conjunto de lı́neas formadas a partir de las dos lı́neas de datos que dispone
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cada dispositivo suman las cuatro lı́neas de datos necesarias para la ROM de
3x4.

0

2

1

A2
A1
A0

1 0

D3 D2

ROM
8x2

CS

0

2

1

1 0

D1 D0

ROM
8x2

CS

CS

ROM8x4

0

2

1

1 0

ROM
8x2

CS

0

2

1

1 0

ROM
8x2

CS

1

ROM16x2

A3

A2
A1
A0

D1 D0Figura 4.60.

Ejemplo 2. Se dispone de ROMs de 8x2, y se desea construir una ROM de
16x2.

La figura 4.61 muestra una posible solución a esta asociación. Como puede
verse las lı́neas del bus de direcciones de las dos ROMs se han interconectado.
La lı́nea que falta, A3, se conecta a los CS de las dos ROM, entre las que se
conecta un inversor. De esta forma, si A3 = 0, se encuentra activa la ROM
de la derecha, y esta, en funcion de A2�0, coloca su contenido en el bus de
datos. Si A3 = 1, está habilitada la ROM de la izquierda y, esta, en funcion de
A2�0 coloca su contenido en el bus de datos. Hay que destacar el hecho de que
los buses de datos de ambas ROM han sido interconectados. Esto es posible
porque las ROM disponen de alta impedancia.
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0
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A1
A0

1 0

D3 D2

ROM
8x2

CS

0
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1

1 0

D1 D0

ROM
8x2

CS

CS

ROM8x4

0

2

1

1 0

ROM
8x2

CS

0

2

1

1 0

ROM
8x2

CS

1

ROM16x2

A3

A2
A1
A0

D1 D0
Figura 4.61.

4.3.3. PLDs (Programmable Logic Devices)

Los dispositivos lógicos programables son circuitos integrados que permi-
ten la programación de la función de conmutación deseada. En estos dispo-
sitivos podemos encontrar dos planos o matrices (arrays): el plano AND, que
genera los términos productos necesarios; y el plano OR que genera la suma
de los términos productos resultantes del plano anterior. Estrictamente una
ROM es un PLD que dispone de estos dos planos, de los cuales el plano AND
no es programable mientras que el OR sı́ lo es. De los dispositivos que va-
mos a estudiar: la PAL se caracteriza porque el plano programable es el AND,
mientras que el OR es fijo; y la PLA se caracteriza porque ambos planos son
programables.

4.3.3.1. PAL (Programmable Array Logic)

Los dispositivos PAL son unos circuitos programables que poseen el plano
AND programable, y el plano OR fijo. La figura 4.62 muestra la estructura de
una PAL elemental de tres entradas, tres salidas, capaz de realizar 3 términos
productos para cada salida.
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t1&

&

&

t1&

&

&

t1&

&

&

I2

I1

I0

O2

O1

O0

I2 I2 I1 I1 I0 I0
_ _ _

k=3

Figura 4.62.



4. Subsistemas combinacionales 221

Este dispositivo permite programar 3 funciones de conmutación distintas
de 3 variables máximo, con la limitación de que dichas funciones no contengan
más de 3 términos producto cada una.

Analicemos con más detalle el circuito PAL anterior. En primero lugar, se
observa que las entradas tienen unos buffers con doble salida cuya función es
la de introducir, en el plano AND programable, las variables de entrada en
doble raı́l. Si x es el valor de entrada de dicho buffer, a salida sin burbuja toma
el valor x, mientras que la salida con burbuja, x̄.

Los valores en doble raı́l de todas las entradas se disponen en las columnas
1, 2, 3, 4, 5, 6. Además, Cada una de estas columnas puede tener interconexión
con las filas 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15. Cada lı́nea horizontal (que representa
una fila) es una simplificación del conjunto de cables o lı́neas que entrarı́an
en cada puerta AND de la PAL. Nótese, en el caso del ejemplo, que para que
una puerta AND pueda generar un término producto cualquier, es necesario
que dicha puerta tenga en sus entradas todas las variables disponibles, con o
sin complementar, en este caso, 6, I2, I1, I0, Ī2, Ī1, Ī0. La figura 4.63 muestra en
detalle las interconexiones de entrada de la puerta AND de la fila 7.

t1&

&

&

I2

O2

I2 I2 I1 I1 I0 I0
_ _ _

t1&

&

&

I2

O2

I2 I2 I1 I1 I0 I0
_ _ _

&

I2 I2 I1 I1 I0 I0
_ _ _

I2 I1 I0
_

I2
1

1
I1
I0
1

_

Figura 4.63.
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Al igual que en la ROM, cada entrada de la AND dispone de una resisten-
cia en pull-up (“tirada arriba”) con el objeto de que si un fusible es fundido, y
por tanto eliminada la conexión entra la fila y columna correspondiente, dicha
entrada tenga un 1 lógico.

Seguimos, pues, adoptando el criterio simplificador mostrado en la ROM
y por tanto, la existencia de interconexión será representada por una aspa ⇥.
La figura 4.64 muestra un ejemplo en el que se está generando el producto x·y.
Como puede apreciarse, sobre las columnas se han especificado cuales son las
variables de entrada asociadas a las mismas

&

x x y y z z
_ _ _

Figura 4.64.

La PAL estudiada, aunque simple, muestra de forma fácil la estructura de
las mismas. Las PALs comerciales pueden tener más pines de entrada para
usar como variables, más salidas para conseguir programar un número ma-
yor de funciones de conmutación y también un mayor número de puertas
AND asociadas a cada OR, con el objeto de poder implementar más términos
producto en cada función. Además, podemos encontrar PALs comerciales con
estructuras de salidas más complejas. Analizaremos el caso de la PAL de tres
entradas y tres salidas mostrada en la figura 4.65.

La estructura de salida para cada Oi dispone de un inversor triestado in-
versor que está controlado por la salida de una nueva puerta AND cuyas en-
tradas pueden ser programadas. Este inversor triestado cuando está habili-
tado genera a su salida el complemento del valor lógico de entrada, y si no
está habilitado, su salida se encuentra en alta impedancia. Además, en la es-
tructura se observa una realimentación de la salida del inversor triestado hacia
el interior del plano programable. Esta realimentación, combinada con la pre-
sencia del inversor triestado, presenta dos ventajas claras. En primer lugar, si
el inversor triestado está inhabilitado, este se encuentra en alta impedancia,
por lo que la salida Oi puede ser utilizada como entrada. Esto permite que la
estructura PAL pueda ser utilizada para programar 3 funciones de 3 variables
máximo o 2 funciones de 4 variables (usando una salida como entrada) o 1
función de 5 variables (usando dos salidas como entrada). La segunda ventaja
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Figura 4.65.
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se corresponde con la posibilidad de utilizar esta realimentación para formar
funciones de conmutación que representen sumas de más de 3 términos pro-
ducto. En efecto, si el inversor triestado está habilitado, su salida representa
una función de conmutación que será suma de algunos términos producto.
Esta suma de productos, gracias a la realimentación, se dispone en el array
programable, por lo que puede ser usada por otras puertas AND, asociadas a
otras salidas, para generar expresiones de conmutación con un mayor número
de términos producto.

Ejemplo. Usando la primera estructura PAL, implementar las funciones de
conmutación siguientes f =

P
(0, 2, 4, 7), g =

P
(0, 1, 2, 6, 7), h =

P
(6, 7).

Sabemos que esa estructura PAL permite implementar un máximo de tres
funciones de conmutación de tres variables y con tres términos producto. En-
contrar la solución consiste en buscar que las funciones anteriores puedan ser
descritas como una suma con un máximo de tres términos producto y en pro-
gramar las conexiones internas, sin que sea necesario minimizar la función.

En primer lugar, la función h tiene dos mintérminos, por lo que no hay que
hacer nada más:

h(x, y, z) = xyz̄ + xyz

La función f y la función g tienen 4 y 5 mintérminos o términos producto,
por lo que se obtendrán sus K-mapas para poder simplificarlas, figura 4.66.

Las expresiones para f y g son:

f(x, y, z) = x̄z̄ + xyz + xȳz̄

g(x, y, z) = x̄ȳ + x̄yz̄ + xy

Las tres expresiones anteriores se programarı́an en la PAL de la forma que
muestra la figura 4.67.

Sólo destacar el hecho de que para generar la función h, que sólo tiene
dos términos productos, y por tanto sólo se usan dos puertas AND, hay que
inutilizar la tercera puerta AND (fila 15). Para que esta puerta AND genere
un 0 lógico a su salida, debemos realizar el producto lógico x · x̄ = 0. En caso
contrario, si no hubiera aparecido ninguna aspa en la fila 15, la AND generarı́a
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Figura 4.66.
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un 1 como salida y la función h serı́a h = 1 + xyz + xyz̄ = 1, lo cual serı́a
incorrecto.

4.3.3.2. PLA (Programmable Logic Array)

Este dispositivo tiene tanto el plano AND como el OR totalmente progra-
mables. La figura 4.68 muestra la estructura de una PLA de 3 entradas y 3
salidas.

x y z f g h

x

y

xy

xz
&

&

&

&

t1 t1 t1

_

_

_&

&

&

&

t1 t1 t1

f(x, y, z)=x’+y
g(x, y, z)=x’y+xz’

h(x, y, z)=xz’+x’+y

Términos producto:
x’, y, x’y, xz’

Figura 4.68.

La PLA de la figura 4.68 permite programar un máximo de tres funciones
de conmutación distintas de tres variables cada una. Sólo pueden utilizarse
para estas tres funciones un máximo de 4 puertas AND en conjunto, esto es,
las tres funciones deben de expresarse con un máximo de cuatro términos
producto.

Una de las ventajas principales que tiene este dispositivo frente a la PAL,
reside en la posibilidad de compartir términos productos. Un mismo término
producto puede usarse para generar cualquiera de las tres funciones de salida,
mientras que en una PAL si n funciones de salida tienen el mismo término
producto, este debe ser generado n veces distintas, una por cada función.



228 4.3. Subsistemas de propósito general

Ejemplo. . Implementar las siguientes funciones en la PLA anterior:

F = x̄ + y

G = x̄y + xz̄

H = xz̄ + x̄ + y

La solución se muestra en la figura 4.69

x y z f g h

x

y

xy

xz
&

&

&

&

t1 t1 t1

_

_

_&

&

&

&

t1 t1 t1

f(x, y, z)=x’+y
g(x, y, z)=x’y+xz’

h(x, y, z)=xz’+x’+y

Términos producto:
x’, y, x’y, xz’

Figura 4.69.
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Ejercicios propuestos

Problema 4.1 Utiliza la PAL de la figura 4.70 para implementar, siempre que
sea posible: (a) un codificador de 2:4; (b) un decodificador 2:4 con entrada de
Enable activo en nivel bajo; (c) un multiplexor de 4:1 y (d) un comparador de
2 bits sin entradas en cascada.

Figura 4.70.

Problema 4.2 a) Diseñe, a nivel de puertas lógicas, un comparador de magni-
tud de 1 bit, que disponga de dos entradas Ai y Bi y tres salidas G (Ai > Bi),
E(Ai = Bi) y L (Ai < Bi).

b Utilizando cuatro comparadores de un bit, del tipo diseñado en el apar-
tado anterior y puertas lógicas, diseñe un comparador de magnitud de 4 bits
con las mismas caracterı́sticas.
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Problema 4.3 Implemente la función f =
P

(0, 5, 7, 10, 13, 15) haciendo uso
de:

a) Un DEC 3:8 con salidas activas en alto y un máximo de 6 puertas NAND.

b) Un DEC 3:8 con salidas activas en bajo, una puerta AND con el menor
número de entradas posibles y un máximo de dos puertas OR de dos entradas.

c) MUX’s de 4 canales (máximo 5).

d) Una PLA lo más simple posible.

Problema 4.4

(a) Analice el circuito de la figura 4.71.

Figura 4.71.

(b)Rediséñelo usando una PLA.

Problema 4.5 Se desea usar un comparador de magnitudes de 4 bits, pero no
disponemos de él. En su lugar se tiene dos memorias ROM de 16X3 y de un
número inferior a 10 puertas lógicas. Diseñe el comparador con estos compo-
nentes.

Problema 4.6 Diseñar con puertas un circuito cuya salida sea el resto de la
división entera de un número A de tres bits entre un número B de dos bits. El
número B nunca puede ser cero.

Problema 4.7 Implemente la función f =
P

(1, 2, 4, 6, 9, 12, 15, 22, 25, 27) +
d(0, 31) utilizando un MUX’s 1:4.
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Problema 4.8 Implemente las funciones f =
P

(1 ,3, 5, 6, 7, 9, 12, 15) y g =
⇧(9, 4, 6, 8, 12, 13, 14) utilizando una ROM con 8 posiciones de memoria y
MUX’s de 2:1.
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Capı́tulo 5

Aritmética binaria y circuitos
aritméticos

5.1. Aritmética binaria

5.1.1. Aritmética binaria básica

Las operaciones de suma, resta, multiplicación y división para números
binarios no difieren de las operaciones para aritmética decimal. Sólo hay que
considerar que la base de numeración es la 2, y por tanto se generan acarreos
cuando se alcance este valor.

Suma binaria. Sean A y B dos números de n bits. El resultado de la suma
S = A + B se puede obtener de la siguiente forma1:

1La función LSB(x) devuelve el bit menos significativo de x; la función MSB(x) devuelve el
bit más significativo de x.

233
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1. Sea Ci el acarreo (carry) generado al hacer la suma Ai + Bi

2. Sea i = 0 y Ci = 0

3. Si = LSB(Ai + Bi + Ci)

4. Ci+1 = MSB(Ai + Bi + Ci)

5. Incrementa i

6. Repite desde 3 mientras que i < n

Ejemplos:

Cout = 1 � 1 � 0 � 0 �  Ci

1 1 0 1  Ai

1 1 0 0 +  Bi

1 1 0 0 1  Si

Cout = 1 � 1 � 1 � 1 �  Ci

1 1 1 1  Ai

0 0 0 1 +  Bi

1 0 0 0 0  Si

Resta binaria. Sean A y B dos números de n bits. El resultado de la resta
S = A�B se puede obtener de la siguiente forma:

1. Sea Ci el acarreo (borrow) generado al hacer la resta Ai �Bi

2. Sea i = 0 y Ci = 0

3. Si A� i � Bi +Ci, entonces Ri = Ai� (Bi +Ci) y Ci+1 = 0; en caso contrario
Ri = LSB((Bi + Ci)�Ai) y Ci+1 = 1.

4. Incrementa i

5. Repite desde 3 mientras que i < n

Ejemplos:

1 0 0 1  Ai

Cout = 0 � 1 � 1 � 0 �  Ci

0 0 1 1 �  Bi

0 1 1 0  Ri
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1 0 0 1  Ai

Cout = 1 � 1 � 1 � 0 �  Ci

1 1 1 0 �  Bi

1 0 1 1  Ri

Multiplicación binaria. La multiplicación binaria sigue las mismas reglas
que la correspondiente a la base diez, salvo que la suma final se reali-
za en binario. Ejemplos:

1 0 0 1  A
1 0 1 ⇥  B

1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 1 1 0 1  P

1 1 0 1  A
1 0 1 1 ⇥  B
1 1 0 1

1 1 0 1
1 1 0 1

1 0 0 0 1 1 1 1  P

División binaria. Ejemplos:

1 0 1 1 1 1 1 0 0
1 0 0 � 1 0 1 1

1 1 1
1 0 0 �

1 1 1
1 0 0 �
0 1 1

1 0 0 1 0 1 1 1 0
1 1 0 � 1 1 0
0 1 1 0

1 1 0 �
0 1
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Las operaciones aritméticas básicas (suma y resta) en cualquier tipo de
notación numérica deben generar un resultado adecuado al tipo de notación.
Para estas operaciones binarias básicas dispondremos de circuitos que permi-
ten realizar sumas y restas (o sea, sumadores y restadores). Se demostrará en
los siguientes apartados que las notaciones complemento a 1 (Ca1) y com-
plemento a 2 (Ca2) son las que pueden presentar un menor coste electrónico
debido que estas permiten realizar las operaciones de resta y suma sólo con
circuitos sumadores.

5.1.2. Aritmética en notación signo-magnitud

Para poder obtener el resultado de la suma de dos números expresados en
notación signo-magnitud (S-M) se deben seguir las siguientes reglas:

(a) Si ambos números tienen el mismo signo, la magnitud del resultado se
corresponde con la suma de las magnitudes de los números. Además,
el bit de signo del resultado es el mismo que el de cualquiera de los
sumandos.

(b) Si los números tienen distinto signo, la magnitud del resultado se deter-
mina calculando la diferencia entre la magnitud mayor y menor de los
dos números. El bit de signo se corresponde con el del número que tenga
mayor magnitud.

La figura 5.1 ilustra el procedimiento de suma en signo-magnitud median-
te un ejemplo con números de distinto signo.

Desde el punto de vista del diseño lógico, un circuito que permita opera-
ciones aritméticas básicas con números en notación S-M debe tener:

un sumador binario

un restador binario

un comparador de magnitud

lógica de comparación de los bits de signo
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  0001

+7 = 00111
S-M

A Mayor(A,B) 1000

-8 = 11000
S-M

B Menor(A,B) 0111 -

10001

Lógica de comparación
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número 
de mayor 
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0 0 0  0

0 1 0  1
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i+1
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iA 
i                                                                                            

S 
i

B 
i                                                                                            

C 
i+1

HA

Figura 5.1.

5.1.3. Aritmética en complemento a 2

La representación de números binarios con signo en notación complemen-
to a 2 (Ca2) eliminan la necesidad de utilizar circuitos restadores para la reali-
zación de las operaciones aritméticas básicas. En complemento a 2, un núme-
ro negativo se obtiene aplicando el operador Ca2 al módulo de dicho número
(más un cero en la posición más significativa). Este operador da como resulta-
do otro número que se obtiene aplicando la siguiente fórmula:

Ca2(M) = 2n �M

La forma de representación de un número negativo en Ca2, lleva implı́cita
la operación de resta. Si se desea, por ejemplo, realizar la resta binaria entre
dos números A y B, basta con expresar B en Ca2 (esto genera una magnitud
igual a 2n�B) y sumárselo al número A (el resultado serı́a 2n+A�B). Como se
puede apreciar, el resultado se compone de la cantidad 2n y del valor correcto
de la diferencia de A y B, por lo que muchos de los circuitos que permiten
realizar las operaciones aritméticas básicas se basan, exclusivamente, en un
sumador binario.

En la aritmética en Ca2 deben considerarse algunas situaciones para con-
seguir el resultado correcto. En todas las situaciones siguientes se realizarán
operaciones de sumas con dos números. La operación aritmética de resta se
consigue sumando dos números de distinto signo. Se analizarán los siguien-
tes casos:
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(a) Se dispone de dos números binarios A y B positivos. La suma binaria
de dos números A y B positivos expresados en Ca2 genera el resultado
correcto también expresado en Ca2. Ejemplo:

Cout = 0 0 1 0 0  acarreos
0 0 1 0 1  A = +5
0 0 1 1 0 +  B = +6
0 1 0 1 1  S = +11 ✔

Puede darse la situación paradójica en que al sumar dos números posi-
tivos, el resultado sea un número negativo (bit más significativo igual a
1). En este caso se dice que se ha generado un desbordamiento u over-
flow. El desbordamiento se produce cuando la magnitud del resultado
no puede ser expresada con el número de bits que tienen los operandos.
Ejemplo:

Cout = 0 1 1 0 0  acarreos
0 1 1 0 0  A = +12
0 1 1 0 1 +  B = +13
1 1 0 0 1  S = �7 ✘

El desbordamiento se soluciona de forma sencilla añadiendo más bits a
la representación de los números.

Cout = 0 0 1 1 0 0  acarreos
0 0 1 1 0 0  A = +12
0 0 1 1 0 1 +  B = +13
0 1 1 0 0 1  S = +25 ✔

(b) Se dispone de dos números binarios A y B negativos. La suma de dos
números A y B negativos expresados en Ca2 genera el resultado correc-
to, también expresado en Ca2, más un acarreo final. Ejemplo:

Cout = �1 1 0 1 0  acarreos
1 1 0 1 1  A = �5
1 1 0 1 0 +  B = �6
1 0 1 0 1  S = �11 ✔



5. Aritmética binaria y circuitos aritméticos 239

El acarreo final debe ser despreciado en Ca2 para obtener el resultado
correcto.
Al igual que en el apartado anterior, se puede generar un desbordamien-
to si al sumar dos números negativos, el resultado es positivo. Ejemplo:

Cout = �1 0 0 0 0  acarreos
1 0 1 0 0  A = �12
1 0 0 1 1 +  B = �13
0 0 1 1 1  S = +7 ✘

La solución es idéntica a la expuesta anteriormente, se añaden más bits
a la representación.

Cout = �1 1 0 0 0 0  acarreos
1 1 0 1 0 0  A = �12
1 1 0 0 1 1 +  B = �13
1 0 0 1 1 1  S = �25 ✔

Justificación. Si A y B son números negativos, entonces en Ca2 expre-
san las cantidades:

2n � |A|
2n � |B|

donde n es el número de bits de A y B; |A| y |B| son sus magnitudes
(valores absolutos), respectivamente. La suma en Ca2 de estas canti-
dades debe generar como resultado la cantidad:

2n � (|A| + |B|)

pero el resultado la suma binaria es:

(2n � |A|) + (2n � |B|) = [2n � (|A| + |B|)] + 2n

De la suma binaria sobra el término 2n para obtener el resultado
correcto en Ca2. Obsérvese que si los números A y B tienen n bits,
el término 2n tiene n + 1 bits, siendo el bit más significativo un 1, y
los restantes n bits, 00 . . . 0. Teniendo además en cuenta que el suman-
do 2n � (|A| + |B|) es menor que 2n (ya que tanto |A| como |B| son
negativos) y por tanto, cabe en n bits, es claro que el sumando 2n es
responsable de la generación de un acarreo de salida Cout en la suma
binaria.
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(c) Se dispone de dos números binarios A y B de distinto signo. Supon-
gamos que A es negativo y B es positivo. Es evidente que la suma de
dos números de distinto signo puede generar un resultado positivo o
negativo en función de las magnitudes de los mismos. En primer lugar
se asumirá que la magnitud de A es menor o igual que la magnitud de
B.

(c.1) |A|  |B|. Ejemplo:

Cout = �1 1 1 0 0  acarreos
1 0 1 0 0  A = �12
0 1 1 0 1 +  B = +13
0 0 0 0 1  S = +1 ✔

Se observa que el resultado de la suma binaria incluye un acarreo
de salida que se debe eliminar para obtener el resultado correcto en
Ca2.

(c.2) |A| > |B|. Ejemplo:

Cout = 0 0 0 0 0  acarreos
1 0 0 1 1  A = �13
0 1 1 0 0 +  B = +12
1 1 1 1 1  S = �1 ✔

En este caso, la suma binaria obtiene directamente el resultado
correcto, sin que se haya generado un acarreo.
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Justificación. Si A es un número negativo, entonces en Ca2 expresa la
cantidad:

2n � |A|

Al ser B positivo, es trivial que B = |B|.
Si |A|  |B|, entonces el resultado debe ser un número positivo que en
Ca2 se expresarı́a como:

|B|� |A|

Pero la suma de las cantidades 2n � |A| con |B| genera el resultado:

2n + (|B|� |A|)

es decir, obtenemos dos sumandos: el término |B| � |A|, que es el re-
sultado esperado en Ca2, y el término 2n, que no es más que el acarreo
de salida, y que debe despreciarse.
En cambio si |A| > |B| el resultado correcto en Ca2 es un número
negativo que debe expresarse como:

2n � (|A|� |B|)

Ésta es la cantidad que se obtiene mediante la suma binaria de ambos
números, en la que no se genera acarreo puesto que |A| � |B| es una
cantidad positiva que se resta a 2n, de forma que el resultado cabe en
n bits.

La tabla 5.1 resume todas las posibilidades desarrolladas anteriormente.
Tabla 5.1: Suma en complemento a 2

Aritmética binaria: sumas en Ca2  

 

 

 

Signos  Valores A+B en Ca2 
(resultado esperado) 

A+B en binario 
(resultado obtenido) 

Corrección a realizar 

  

A t 0 
B t 0 

A = |A| 
B = |B| 

|A| + |B| |A| + |B| Ninguna 

si |A| > |B|:  2n – (|A| - |B|) 2n – (|A| - |B|) Ninguna A < 0 
B t 0 

A = 2n - |A| 
B = |B| si |A| d |B|:  |B| - |A| 

2n - |A| + |B| =  
(|B| - |A|) + 2n Despreciar acarreo 

si |A| t |B|:  |A| - |B| (|A| - |B|) + 2n Despreciar acarreo A t 0 
B < 0 

A = |A| 
B = 2n - |B| si |A| < |B|:  2n – (|B| - |A|) 

2n + |A| - |B| = 
2n – (|B| - |A|) Ninguna 

A < 0 
B < 0 

A = 2n - |A| 
B = 2n - |B| 

2n – (|A| + |B|) [2n – (|A| + |B|)] + 2n Despreciar acarreo 

   

     

       

     

 

Conclusión: en Ca2, si se genera acarreo, se desprecia. 
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Conclusiones:

La aritmética en Ca2 permite la realización de sumas y restas
utilizando, exclusivamente, un sumador binario.

El resultado correcto de la operación aritmética se obtiene des-
preciando el acarreo de salida si éste se genera.

5.1.3.1. Resta en complemento a 2

Muchos fabricantes de microprocesadores que usan la notación Ca2 para
la representación de números con signo en sus máquinas incluyen circuitos
sumadores y restadores en las unidades de cálculo de los mismos, para la
realización de las operaciones aritméticas. Esto implica que para restar dos
números A y B no es necesario calcular previamente el Ca2 de uno de ellos y
añadı́rselo al otro, sino que directamente se usa el restador. Se pueden distin-
guir los siguientes casos:

(a) A y B tienen el mismo signo. Hay dos posibilidades:

(a.1) Si A > B, entonces R = A � B es positivo y no se genera acarreo
(borrow) de salida Cout = 0. Ejemplos:

1 1 0 1  A = �3
Cout = 0 0 0 0  acarreos

1 1 0 0 �  B = �4
0 0 0 1  R = +1 ✔

0 1 0 0  A = +4
Cout = 0 0 1 1  acarreos

0 0 1 1 �  B = +3
0 0 0 1  R = +1 ✔

(a.2) Si A < B, entonces el resultado de la resta es negativo y por tanto
debe estar representado como el complemento a 2 de la diferencia
B �A, generándose un acarreo de salida, Cout = 1. Ejemplos:
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1 1 0 0  A = �4
Cout = �1 1 1 1  acarreos

1 1 0 1 �  B = �3
1 1 1 1  R = �1 ✔

0 0 1 1  A = +3
Cout = �1 1 0 0  acarreos

0 1 0 0 �  B = +4
1 1 1 1  R = �1 ✔

Nótese que al restar dos números con el mismo signo, es imposible que
se genere desbordamiento.

(b) A es positivo y B es negativo. El resultado obtenido debe ser positivo y
se genera acarreo de salida Cout = 1. Ejemplo:

0 0 1 1  A = +3
Cout = �1 1 0 0  acarreos

1 1 0 0 �  B = �4
0 1 1 1  R = +7 ✔

Pueden aparecer errores por desbordamiento en este caso, puesto que el
resultado final debe ser positivo e igual a la suma de las magnitudes de
los números A y B y, ésta, podrı́a no ser representable con el número de
bits de dichos números. Como solución a este problema, se debe ampliar
el número de bits de A y B. Ejemplos:

0 1 0 1  A = +5
Cout = �1 0 0 0  acarreos

1 1 0 0 �  B = �4
1 0 0 1  R = �7 ✘

0 0 1 0 1  A = +5
Cout = �1 1 0 0 0  acarreos

1 1 1 0 0 �  B = �4
0 1 0 0 1  R = +9 ✔

(c) A es un número negativo y B es positivo. El resultado obtenido debe
ser negativo y no se genera acarreo final Cout = 0. Ejemplo:
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1 1 0 0 �  A = �4
Cout = 0 0 1 1  acarreos

0 0 1 1  B = +3
1 0 0 1  R = �7 ✔

También es posible en este caso la aparición de desbordamientos. El re-
sultado final debe ser un número negativo con magnitud igual a la suma
de las magnitudes de los números A y B. Si ésta no puede ser represen-
tada con el número de bits iniciales de A y B, se debe ampliar el número
de bits de la representación de los mismos. Ejemplos:

1 1 0 0 �  A = �4
Cout = 0 1 1 1  acarreos

0 1 0 1  B = +5
0 1 1 1  R = +7 ✘

1 1 1 0 0 �  A = �4
Cout = 0 0 1 1 1  acarreos

0 0 1 0 1  B = +5
1 0 1 1 1  R = �9 ✔

5.1.4. Aritmética en complemento a 1

Al igual que se hizo con la aritmética en Ca2, en Ca1 deben considerarse
algunas situaciones especiales:

(a) Se dispone de dos números A y B positivos. Este caso es idéntico al del
Ca2 puesto que los números positivos se expresan del mismo modo.

(b) Se dispone de dos números A y B negativos. Ejemplo:

Cout = 1 1 0 0 0  acarreos
1 1 0 1 0  A = �5
1 1 0 0 1 +  B = �6
1 0 1 1 1  S = �12 ✘
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En el ejemplo anterior se observa que la suma binaria de dos números
negativos expresados en Ca1 genera un resultado más un acarreo final.
El resultado generado no expresa el valor correcto de la suma en Ca1, ya
que le falta una unidad.

Cout = �1 1 0 0 0  acarreos
1 1 0 1 0  A = �5
1 1 0 0 1 +  B = �6
1 0 0 1 1

1 +
1 0 1 0 0  S = �11 ✔

En Ca1, el acarreo generado se desprecia y además se debe añadir una
unidad al resultado obtenido mediante la suma binaria para conseguir
el valor correcto.

Al igual que en Ca2, también se puede producir un error de desborda-
miento en Ca1 si el resultado de la operación excede de los lı́mites de la
representación.

Justificación. Si A y B son números negativos (sin parte fraccionaria),
entonces en Ca1 expresan la cantidad:

2n � |A|� 1
2n � |B|� 1

donde n es el número de bits de A y B; |A| y |B| son sus magnitudes
(valores absolutos), respectivamente.
El resultado esperado de la suma en Ca1 de A y B debe ser:

2n � (|A| + |B|)� 1

Sin embargo, la suma binaria de estas cantidades genera el siguiente
resultado:

(2n � |A|� 1) + (2n � |B|� 1) = [2n � (|A| + |B|)� 1] + 2n � 1

Para obtener el resultado esperado hay que cancelar el término 2n� 1,
lo cual se consigue desechando el acarreo final Cout (que equivale al
sumando 2n) y añadiendo una unidad al resultado de la suma binaria.
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(c) Se dispone de dos números A y B de distinto signo. Supongamos que
A es negativo y B es positivo. La suma de dos números de distinto signo
puede generar un resultado positivo o negativo en función de las mag-
nitudes de los mismos, por tanto, distiguimos los siguientes casos:

(c.1) |A| < |B|. Ejemplo:

Cout = �1 1 1 1 1  acarreos
1 0 0 1 1  A = �12
0 1 1 0 1 +  B = +13
0 0 0 0 0

1 +
0 0 0 0 1  S = +1 ✔

Se observa que para obtener el resultado esperado, es necesario de-
sechar el acarreo de salida y añadir una unidad al resultado obteni-
do de la suma binaria de ambos números.

(c.2) |A| � |B|. Ejemplo:

Cout = 0 0 0 0 0  acarreos
0 1 1 0 0  A = +12
1 0 0 1 0 +  B = �13
1 1 1 1 0  S = �1 ✔

Se observa que la suma binaria proporciona directamente el resul-
tado correcto, sin necesidad de correcciones.
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Justificación. Si A es un número negativo, entonces en Ca1 representa
la cantidad:

2n� |A|� 1

Trivialmente, al ser B positivo, B = |B|.
Si |A| < |B|, entonces el resultado debe ser un número positivo que en
Ca1 se expresarı́a como:

B �A

Pero la suma de las cantidades 2n � |A|� 1 y |B| genera el resultado:

2n + (|B|� |A|)� 1

del que hay que despreciar el término 2n, que es el acarreo final, y
sumar una unidad para obtener el resultado esperado.
En cambio si |A| � |B| el resultado es un número negativo que debe
expresarse como:

2n � (|A|� |B|)� 1

De hecho, esta es la cantidad que se obtiene por la suma binaria de
ambos números, pero ahora no se genera acarreo puesto que |A|� |B|
es una cantidad positiva que se resta a 2n�1. No es necesaria ninguna
corrección.

La tabla 5.2 resume todas las posibilidades desarrolladas anteriormente.
Tabla 5.2: Suma en complemento a 1

 

 

 

Conclusión: en Ca1, si se genera acarreo, se desprecia y hay que sumar 1 al resultado 

Signos  Valores A+B en Ca2 
(resultado esperado) 

A+B en binario 
(resultado obtenido) 

Corrección a realizar 

  

A t 0 

B t 0 

A = |A| 

B = |B| 
|A| + |B| |A| + |B| Ninguna 

si |A| t |B|:  2n – (|A| - |B|) – 1 2n – (|A| - |B|) – 1 Ninguna A < 0 

B t 0 

A = 2n - |A| - 1 

B = |B| si |A| < |B|:  |B| - |A| 
2n - |A| + |B| - 1 = 

(|B| - |A|) + 2n – 1 Despreciar acarreo, sumar 1 

si |A| > |B|: |A| - |B| (|A| - |B|) + 2n – 1 Despreciar acarreo,sumar 1 A t 0 

B < 0 

A = |A| 

B = 2n - |B| - 1 si |A| d |B|: 2n – (|B| - |A|) – 1 
2n + |A| - |B| - 1 = 

2n – (|B| - |A|) – 1 Ninguna 

A < 0 

B < 0 

A = 2n - |A| - 1 

B = 2n - |B| - 1 
2n – (|A| + |B|) – 1 2n - (|A| + |B|) – 1 + 2n – 1 Despreciar acarreo, sumar 1 

   

      

       

      

Aritmética binaria: sumas en Ca1 
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Conclusiones:

La aritmética en Ca1 permite la realización de sumas y restas
utilizando, exclusivamente, un sumador binario.

Para obtener el resultado correcto de la operación aritmética, se
debe despreciar el acarreo que se genere de la suma binaria de
los dos números en Ca1, y añadir una unidad al resultado de
dicha suma.

5.2. Circuitos aritméticos básicos

5.2.1. Circuitos semisumador y sumador completo

Un semisumador o sumador medio (HA, Half Adder), es un circuito com-
binacional con dos entradas Ai y Bi y dos salidas binarias Si y Ci+1. La salida
Si representa el resultado de la suma aritmética de las entradas Ai y Bi y la
salida Ci+1, el acarreo. El sı́mbolo correspondiente se ha representado en la
figura 5.2. La tabla de verdad adjunta resume el funcionamiento del semisu-
mador para cualquier combinación de entradas.

  0001

+7 = 00111
S-M

A Mayor(A,B) 1000

-8 = 11000
S-M

B Menor(A,B) 0111 -

10001

Lógica de comparación

Signo del 
número 
de mayor 
magnitud

Entradas Salidas

0 0 0  0

0 1 0  1

1 0 0  1

1 1 1  0

A
i
B

i
C

i+1
S

i
A 

i                                                                                            
S 

i

B 
i                                                                                            

C 
i+1

HA

Figura 5.2.

De la tabla de verdad se pueden obtener, directamente, las expresiones
lógicas de las salidas Ci+1 y Si, en función de las dos entradas Ai y Bi. Dichas
expresiones se muestran a continuación:

Si = Ai �Bi

Ci+1 = AiBi

El sumador completo o sumador total (FA, Full Adder) es un circuito com-
binacional con tres entradas, Ai, Bi y Ci y dos salidas Si y Ci+1. La salida Si
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representa la suma binaria de las tres entradas y, Ci+1,el acarreo. El sı́mbolo
del sumador completo y su tabla de verdad se han representado en la figu-
ra 5.3.

Entradas Salidas

0 0 0  0

0 1 1  1

1 0 0  1

1 1 0  0

A
i
B

i
C

i+1
R

iA 
i                                                                                          

S 
i

B 
i                                                                                          

C 
i+1

HS

Entradas Salidas

0 0 0 0  0

0 0 1 0  1

0 1 0 0  1

0 1 1 1  0

1 0 0 0  1

1 0 1 1  0

1 1 0 1  0

1 1 1 1 1

A
i 
B

i 
C

i
C

i+1
S

i

A 
i   

B 
i  FA

 
C 

i+1C 
i

 
S 

i

Entradas Salidas

0 0 0 0  0

0 0 1 1  1

0 1 0 1  1

0 1 1 1  0

1 0 0 0  1

1 0 1 0  0

1 1 0 0  0

1 1 1 1 1

A
i 
B

i 
C

i
C

i+1
S

i

A 
i   

B 
i  FS

 
C 

i+1C 
i

 
R 

i

Figura 5.3.

Las funciones binarias de las salidas del sumador completo se obtienen
simplificando a partir de la tabla de verdad y son las siguientes:

Si = Ai �Bi � Ci

Ci+1 = AiBi + AiCi + BiCi

5.2.2. Circuitos semirrestador y restador completo

Un semirestador o restador medio (HS, Half Subtracter) es un circuito com-
binacional con dos entradas, Ai y Bi y dos salidas Ri y Ci+1. La salida Ri re-
presenta el resultado de la resta aritmética de las entradas Ai y Bi, es decir,
Ai � Bi, y la salida Ci+1, el acarreo de la resta (“me llevo uno”). El sı́mbolo
correspondiente se ha representado en la figura 5.4. La tabla adjunta muestra
los valores de salida para toda combinación de entrada.

Entradas Salidas

0 0 0  0

0 1 1  1

1 0 0  1

1 1 0  0

A
i
B

i
C

i+1
R

iA 
i                                                                                          

S 
i

B 
i                                                                                          

C 
i+1

HS

Entradas Salidas

0 0 0 0  0

0 0 1 0  1

0 1 0 0  1

0 1 1 1  0

1 0 0 0  1

1 0 1 1  0

1 1 0 1  0

1 1 1 1 1
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B

i 
C

i
C

i+1
S

i

A 
i   

B 
i  FA
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i+1C 
i
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i

Entradas Salidas

0 0 0 0  0

0 0 1 1  1

0 1 0 1  1

0 1 1 1  0

1 0 0 0  1

1 0 1 0  0

1 1 0 0  0

1 1 1 1 1

A
i 
B

i 
C

i
C

i+1
S

i

A 
i   

B 
i  FS

 
C 

i+1C 
i

 
R 

i

Figura 5.4.

De la tabla anterior se obtienen, directamente, las siguientes expresiones
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para las salidas.

Ri = Ai �Bi

Ci+1 = ĀiBi

Un restador completo (FS, Full Subtracter) es un circuito combinacional
con tres entradas Ai, Bi y Ci y dos salidas Ri y Ci+1. La salida Ri representa
el resultado de la resta aritmética de las entradas Ai, Bi y Ci (Ai�Bi�Ci) y la
salida Ci+1, el arrastre. El sı́mbolo y la tabla de verdad del restador completo
se muestran en la figura 5.5.
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Figura 5.5.

Simplificando las funciones de salida representadas en la tabla de verdad
del restador completo, obtenemos las siguientes expresiones:

Ri = Ai �Bi � Ci

Ci+1 = ĀiBi + ĀiCi + BiCi

5.2.3. Sumadores y restadores de n bits

Los sumadores y restadores anteriores pueden combinarse para formar cir-
cuitos sumadores y restadores de números de n bits.

La suma de dos números binarios de n bits A (An�1 . . . A0) y B
(Bn�1 . . . B0) genera un resultado, también de n bits, S (Sn�1 . . . S0) y un aca-
rreo Cn. El conjunto formado por el acarreo y los n bits de S (CnSn�1 . . . S0)
forman el resultado correcto de la suma. En la figura siguiente se muestra el
procedimiento para la realización de la suma de dos números A y B de n bits
cada uno.
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Cn � Cn�1 � . . . Ci+1 � Ci � . . . C2 � C1 �
An�1 . . . . . . Ai . . . A2 A1 A0

Bn�1 . . . . . . Bi . . . B2 B1 B0 +
Cn Sn�1 . . . . . . Si . . . S2 S1 S0

Para conseguir un circuito sumador de n bits, no hay más que entender el
proceso de suma de dos números de n bits. Los bits A0 y B0 se suman para
formar el resultado S0, y si se genera acarreo, C1, éste se suma en la siguiente
etapa (los siguientes bits). Se repite el proceso para el bit 1: se suman A1 y B1

con el acarreo (si hay) de la etapa anterior (C1), y esto genera la suma S1 y un
posible acarreo, C2, etc. Este procedimiento se repite sucesivamente con todos
los bits de los números A y B.

En general, para cada etapa i-ésima (i = 0, . . . , n� 1), se suman los bits Ai,
Bi y Ci para dar el resultado Si y se genera el acarreo Ci+1 para la siguiente
etapa.

Es evidente que el circuito que consigue esto es un sumador completo a
excepción de la etapa i = 0, que no recibe ningún acarreo de entrada, y que
puede implementarse con un semisumador. En la figura 5.6 se muestra la es-
tructura de un sumador de n bits construido con n sumadores de 1 bit.
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Los sumadores de n bits pueden representarse como bloques funcionales
que disponen de 2n entradas (números A y B), generan n salidas (resultado S)
y un acarreo, Cn ó Cout, figura 5.7. Este tipo de sumador también se denomina
sumador paralelo.
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En la siguiente figura se representa el diagrama de conexiones y el sı́mbo-
lo lógico del sumador binario de 4 bits 74LS283. Se aprecia que además del
acarreo de salida CO (C4) existe un acarreo de entrada CI (C0).

5-1
FAST AND LS TTL DATA

4-BIT BINARY FULL ADDER
WITH FAST CARRY

The SN54/74LS283 is a high-speed 4-Bit Binary Full Adder with internal
carry lookahead. It accepts two 4-bit binary words (A1–A4, B1–B4) and a
Carry Input (C0). It generates the binary Sum outputs (∑1–∑4) and the Carry
Output (C4) from the most significant bit. The LS283 operates with either ac-
tive HIGH or active LOW operands (positive or negative logic).
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Figura 5.8.

Para poder añadir un posible acarreo inicial, C0, la primera etapa del suma-
dor de n bits, cuando i = 0, debe estar constituida por un sumador completo
de 1 bit, en lugar del semisumador que se presentó con anterioridad. Las sa-
lidas ⌃4�1 muestran la suma de los números A, B más el acarreo de entrada
(⌃ = A + B + CI). La incorporación de un acarreo de entrada a un sumador
de n bits, permite asociaciones de sumadores con el fin de obtener circuitos
sumadores que permitan operar con datos con un número mayor de bits. En
la figura 5.9 se representa una asociación de sumadores de 4 bits para sumar
dos números de 12 bits. Obsérvese que el sumador que calcula S3�0, debe te-
ner su entrada de acarreo igual a 0, no ası́ los demás que deben contar con los
acarreos de los sumadores anteriores para generar el resultado correcto.

Todo lo desarrollado anteriormente para los sumadores se puede aplicar
en el caso de la operación de resta binaria, para obtener restadores de n bits.
La figura 5.10 muestra un restador de dos números de n bits.
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5.2.4. Circuito sumador-restador

La operación aritmética de la resta puede implementarse con una suma si
los números se introducen en complemento a 1 o en complemento a 2. Tam-
bién se sabe que el complemento a 1 de un número A de n bits es otro número
B de n bits que se obtiene aplicando el operador NOT a cada uno de los bits
del número A, esto es, Bi = Āi para i = 0, . . . , n � 1. Asimismo, el comple-
mento a 2 de un número A de n bits se puede obtener de forma simple sin
más que sumarle una unidad al complemento a 1 de dicho número, esto es,
Ca2(A) = Ca1(A) + 1.

En este apartado, se diseñará un circuito sumador/restador, utilizando las
propiedades de las notaciones Ca1 y Ca2. Este circuito debe disponer de una
señal de control RESTAR/SUMAR que especifica qué tipo de operación debe
realizarse (si RESTAR/SUMAR = 0, suma, si RESTAR/SUMAR = 1, resta).
El núcleo del circuito sumador/restador de n bits, es un sumador de n bits
que dispone, en sus entradas, los números A y B en caso de la operación de
suma, o los números A y Ca1(B) (o Ca2(B)) en caso operación de resta, tal
como se muestra en la figura 5.11.
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Figura 5.11.

Por tanto, la señal de control RESTAR/SUMAR que rige el funcionamien-
to del circuito tan sólo debe generar el Ca1 (O Ca2) del número B, o dejar
pasar dicho número tal cual a las entradas del sumador. Se necesita, pues, di-
señar un circuito capaz de realizar la operación complemento. Comenzaremos
por el caso más simple, el Ca1.
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En la figura 5.12 se ha representado una puerta EXOR de dos entradas
denominadas A y CONTROL, y una salida S.
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Figura 5.12.

Si la entrada CONTROL se encuentra a 0 lógico, la salida S tomará el valor
0 si la entrada A vale 0, y 1 si ésta vale 1. Es decir, se cumple que S = A. En
cambio, si la entrada CONTROL se encuentra a 1 lógico, la salida S = A. Se
puede comprobar, que una puerta EXOR de dos entradas se comporta como
un circuito complementador de 1 bit, gobernado por la entrada CONTROL. Si
la entrada CONTROL está a 0, el bit de entrada A pasa a la salida tal cual; si la
entrada CONTROL está a 1, el bit de entrada A pasa a la salida complementa-
do.

Si este complementador de 1 bit se repite n veces, se obtendrá un circuito
complementador a 1, tal como muestra la figura 5.13.
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La aritmética en Ca1 exige que al resultado de la suma o resta, se debe
añadir una unidad, en caso de generarse acarreo, para obtener el resultado
correcto. El circuito sumador/restador en complemento a 1 se muestra en la
figura 5.14.

Si se desea trabajar en aritmética en Ca2, habrá que realizar algunas mo-
dificaciones al circuito sumador/restador anterior. En primer lugar, el circuito
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complementador sólo permite generar el Ca1 del número B, y se sabe que el
Ca2(A) = Ca1(A) + 1, por lo que hay que sumar 1, al resultado final. Por
otro lado, la aritmética en Ca2 elimina los posibles acarreos que se generen. El
circuito que realiza esta tarea se muestra en la figura 5.15.

Si RESTAR/SUMAR = 0, el complementador deja pasar el número B tal
cual, y el sumador genera la suma A+B. Si RESTAR/SUMAR = 1. El comple-
mentador genera el Ca1(B) y el sumador, A+Ca1(B)+1 = A+Ca2(B) = A�B
en Ca2.

5.2.5. Sumador BCD: aritmética decimal

La importancia de la aritmética decimal es de tal grado que en múltiples
ocasiones es deseable que los sistemas digitales operen con datos decimales
(codificados en binario, BCD). En este apartado se construirá un circuito capaz
de sumar dos números decimales codificados (dos números BCD) y generar
el resultado también en BCD. Este sumador será modular, por lo que conexio-
nes en cascada de sumadores BCD permitirán la suma de números con más
dı́gitos. Es evidente que el núcleo de este sumador BCD está formado por un
sumador binario de 4 bits, capaz de sumar los bits de los números BCD. La
cuestión importante es la de generar un resultado también en BCD.
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Algunos aspectos deben ser considerados en la aritmética BCD. En la su-
ma de dos digitos BCD con sumadores binarios de 4 bits, pueden darse los
siguientes casos:

(a) El resultado es un número BCD y no existe arrastre:

0 1 0 1 = 5
1 1 0 0 + = 4
1 0 0 1 = 9 ✔

(b) El resultado no es un número BCD:

1 0 0 1 = 9
0 1 1 0 + = 6
1 1 1 1 no es BCD ✘

(c) El resultado es un número BCD y se genera arrastre:

1 0 0 1 = 9
1 0 0 0 + = 8

1 0 0 0 1 = 11 ✘
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Para el caso a el resultado generado por el sumador binario es un número
BCD y es correcto. Para el caso b, el resultado es correcto pero no está expre-
sado en BCD. Para el caso c el resultado binario generado es correcto, pero no
lo es si se interpreta en BCD (11BCD para el ejemplo, debiendo ser 17BCD).

Los casos b y c pueden resolverse si se le suma la magnitud 01102 (610) al
resultado obtenido por el sumador binario.

Para el ejemplo del caso b, 10012 +01102 (910 +610) debe generar un resul-
tado en BCD de dos dı́gitos, 1 01012 (1510). En BCD esto se traduce en un bit
de acarreo y la cantidad 01012.

1 0 0 1 = 9
0 1 1 0 + = 6
1 1 1 1
0 1 1 0 +

1 0 1 0 1 = 15 ✔

El caso c se resuelve del mismo modo: sumando 01102 a lo obtenido se
consigue el resultado correcto (17BCD en lugar de 11BCD).

1 0 0 1 = 9
1 0 0 0 + = 8

1 0 0 0 1
0 1 1 0 +

1 0 1 1 1 = 17 ✔

El sumador BCD debe estar compuesto, pues, de dos sumadores binarios
de 4 bits. Uno de ellos suma los dı́gitos BCD tal cuales, y el otro, en caso de
detectarse los casos b o c debe añadir la cantidad 01102 al resultado. Es evi-
dente que se debe acompañar de cierta circuiterı́a que permita la detección de
los casos b y c con el objeto de decidir si es necesario efectuar la corrección o
no.

El caso b se obtiene con un detector de números BCD. Este es un circui-
to combinacional muy básico que activa su salida si sus entradas no son un
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número BCD (cualquier valor de 4 bits mayor que 9). También puede diseñar-
se este detector con un comparador de magnitudes.

El caso c) se detecta simplemente cuando se pone a 1 el acarreo de salida
del sumador binario.

Si se da uno cualquiera de los casos b o c, o sea, si la salida del detector
es 1 o la salida de acarreo del sumador es 1, se debe sumar 01102 al resultado
obtenido por el primer sumador. En caso contrario, no hay que sumar nada.
En la figura 5.16 se representa el sumador BCD.
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5.3. Unidad aritmético-lógica

Una unidad aritmético-lógica o ALU (Arithmetic-Logic Unit) de n bits es un
dispositivo combinacional que acepta dos palabras de entrada A y B, de n
bits cada una y genera un resultado de n bits (además de cierta información
como acarreo, desbordamiento, etc.) procedente de la realización de alguna
operación aritmética o lógica identificada por unas señales se selección.

La figura 5.17 muestra dos posibles sı́mbolos que representan a una ALU
de 4 bits capaz de realizar ocho operaciones aritmético-lógicas. La entrada S2

distingue entre operaciones lógicas y aritméticas, mientras que las entradas
S1, S0 eligen, dentro de cada tipo, la función a realizar. A y B son las entradas y
F la salida. Cin y Cout son los acarreos de entrada y salida para las operaciones
aritméticas.
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En esta sección se pretende diseñar una ALU, además de mostrar una ALU
comercial.

El diseño de una ALU se realiza en tres etapas: diseño del circuito aritméti-
co, diseño del circuito lógico y unión de las partes anteriores.

5.3.1. Diseño del circuito aritmético

El componente básico del circuito aritmético de una ALU de n bits es un
sumador paralelo de n bits. A modo de ejemplo realizaremos el diseño para
n = 4 bits. Si se controlan las entradas de dicho sumador, que llamaremos X
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e Y , su salida S puede generar distintas funciones aritméticas:

(a) Si las entradas del sumador son A y 00 . . . 0, figura 5.18, se pueden ob-
tener funciones de transferencia, F = A si Cin = 0, o de incremento,
F = A + 1 si Cin = 1.
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(b) Si las entradas del sumador son A y B (los números de entrada de la
ALU), figura 5.19, se pueden obtener funciones de suma: F = A + B si
Cin = 0, o F = A + B + 1 si Cin = 1.
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(c) Si las entradas del sumador son A y B̄ (el complemento de los bits del
número B, es decir, Ca1(B)), figura 5.20, se pueden obtener operaciones
de resta en Ca1, F = A + B̄ = A + Ca1(B) si Cin = 0, o de resta en Ca2,
F = A + B̄ + 1 = A + Ca2(B) si Cin = 1.

(d) Si las entradas del sumador son A y 11 . . . 1, figura 5.21, se pueden ob-
tener funciones de transferencia, F = A si Cin = 1, o de decremento,
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F = A� 1 si Cin = 0.
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De lo expuesto anteriormente se observa que la entrada X del sumador
completo siempre se conecta con la entrada del número A de la ALU, mientras
que la entrada Y del sumador, de forma alternativa, se conecta a la entrada B,
a B̄, a 00 . . . 0 y a 11 . . . 1. Esto da un total de cuatro combinaciones aritméticas
posibles (recordamos que sólo se dispone de dos lı́neas de selección de opera-
ción aritmética) aunque si consideramos el acarreo de entrada, el número de
operaciones aritméticas posibles es mayor.

Se debe diseñar un circuito combinacional que, en función de S1 y S0, per-
mita seleccionar qué llega a la entrada Y del sumador completo y, con ello,
determine qué operación aritmética realizará éste. La tabla de verdad de la
figura 5.22 muestra el comportamiento de Yi en función de Bi, S1 y S0.
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La ecuación de Yi será:

Yi = BiS̄1S0 + B̄iS1S̄0 + S1S0 = BiS0 + B̄iS1

que corresponde al circuito de la figura 5.23.
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La etapa i-ésima de la parte artimética de la ALU serı́a, por tanto, la ilus-
trada en la figura 5.24.
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El acarreo de salida nos puede dar una información muy importante, véase
la tabla 5.3.
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Tabla 5.3:
S1 S0 Cin F = Operación Cout

0 0 0 A Transferir A Cout = 0 siempre
0 0 1 A + 1 Incrementar A Si A = 2n � 1,

Cout = 1 y F = 0
0 1 0 A + B Sumar A + B Si A + B � 2n,

Cout = 1 y desbordamiento
0 1 1 A + B + 1 Incrementar A + B Si A + B � 2n � 1,

Cout = 1 y desbordamiento
1 0 0 A + B̄ Restar A�B en Ca1 Si A > B, Cout = 1

Si A  B, Cout = 0
1 0 1 A + B̄ + 1 Restar A�B en Ca2 Si A � B, Cout = 1

Si A < B, Cout = 0
1 1 0 A� 1 Decrementar A Si Cout = 0, A = 0
1 1 1 A Transferir A Cout = 1 siempre

5.3.2. Diseño del circuito lógico

Supongamos que las operaciones lógicas a realizar son: A AND B, A OR B,
A EXOR B y NOT A, donde A y B son las palabras de entrada en la ALU2. La
selección de una operación u otra se hará, al igual que en la parte aritmética,
dependiendo del valor que tomen las entradas S1 y S0. Arbitrariamente se ha
tomado la asignación siguiente: 00 para OR, 01 para EXOR, 10 para AND y 11
para NOT.

La etapa i-ésima del circuito lógico aparece en la figura 5.25. Ésta permite
calcular las distintas operaciones lógicas sobre los bits Ai y Bi de entrada a
la ALU. Dado que estas operaciones son a nivel de bit, las etapas del circuito
lógico son independientes entre sı́, es decir, no necesitan interconexiones entre
ellas. Tan sólo comparten las lı́neas de selección de operación, S1 y S0.

5.3.3. Unión de los circuitos aritmético y lógico

Para construir la ALU se han de interconectar los dos circuitos que la for-
man, aritmético y lógico. Las variables S1 y S0 serán comunes para las dos
partes, y será S2 la que seleccione una u otra. La siguiente figura representa
una posible solución para la etapa i-ésima de una ALU.

2Se entiende que A AND B (o cualquier otra operación lógica) genera un resultado F, donde
cada bit, Fi = AiANDBi.
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Combinando n etapas, obtenemos una ALU de n bits. La única intercone-
xión entre la etapa i-ésima y la siguiente es el acarreo Ci (parte aritmética). En
la primera etapa, i = 0, el acarreo C0 sirve como acarreo de entrada Cin de la
ALU para las operaciones aritméticas; análogamente, la última etapa, i = n�1
genera el acarreo Cn, que se corresponde con el acarreo de salida Cout de la
ALU.

5.3.4. Descripción de una ALU comercial

Las siguientes figuras ilustran el diagrama de conexionado y la tabla de
operaciones de la ALU 74F381.

Philips Semiconductors Product specification

74F381Arithmetic Logic Unit

11989 Mar 01 853–0418 95907

FEATURES
• Low-input loading minimizes drive requirements

• Performs six arithmetic and logic functions

• Selectable Low (clear) and High (preset) functions

• Carry Generate and Propagate outputs for use with Carry
look-ahead generator

DESCRIPTION
The 74F381 performs three arithmetic and three logic operations on
two 4-bit words, A and B. Three additional Select (S0–S2) input
codes force the Function outputs Low or High. Carry Propagate (P)
and Generate (G) ouputs are provided for use with the 74F182
Carry Look Ahead Generator for high-speed expansion to longer
word lengths. For ripple expansion, refer to the 74F382 ALU data
sheet.

Signals applied to the Select inputs (S0–S2) determine the mode of
operation, as indicated in the Function Select Table. An extensive
listing of input and output function levels is shown in the Function
Table. The circuit performs the arithmetic functions for either
active-HIgh or active-Low operands, with output levels in the same
convention. In the subtract operating modes, it is necessary to force
a Carry (High for active-HIgh operands, Low for active-Low
operands) into the Cn input of the least significant package. The
Carry Generate (G) and Carry Propagate (P) outputs supply input
signals to the 74F182 Carry look-ahead generator for expansion to
longer word length, as shown in Figure 1. Note that a 74F382 ALU is
used for the most significant package. Typical delays for Figure 1
are given in Table 1.

PIN CONFIGURATION
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TYPE
TYPICAL 

PROPAGATION
DELAY

TYPICAL SUPPLY 
CURRENT (TOTAL)

74F381 6.5ns 59mA

ORDERING INFORMATION

DESCRIPTION COMMERCIAL RANGE
VCC = 5V ±10%, Tamb = 0°C to +70°C

20-pin plastic DIP N74F381N
20-pin plastic SO N74F381D

PINS DESCRIPTION 74F (U.L.) 
HIGH/LOW

LOAD VALUE
 HIGH/LOW

A0 – A3 A operand inputs 1.0/4.0 20µA/2.4mA
B0 – B3 A operand inputs 1.0/4.0 20µA/2.4mA
S0 – S2 Function select inputs 1.0/1.0 20µA/0.6mA

Cn Carry input 1.0/4.0 20µA/2.4mA
P Carry Propagate ouptut (active-Low) 50/33 1.0mA/20mA
G Carry Generate ouptut (active-Low) 50/33 1.0mA/20mA

F0–F3 Outputs 50/33 1.0mA/20mA

Figura 5.27. titulo

Philips Semiconductors Product specification

74F381Arithmetic Logic Unit

1989 Mar 01 5

FUNCTION SELECT TABLE
SELECT OPERATING 

MODES0 S1 S2
OPERATING 

MODE

L L L Clear
H L L B minus A
L H L A minus B
H H L A Plus B
L L H A � B
H L H A + B
L H H AB
H H H Preset

H = High voltage level
L = Low voltage level

Table 1. 16-Bit Delay Tabulation

PATH SEGMENT TOWARD 
F

OUTPUT 
Cn+4, OVR

Ai or Bi to P 7.2ns 7.2ns
Pi to Cn+i (74F182) 6.2ns 6.2ns

Cn to F 8.1ns –
Cn to Cn+4, OVR – 8.0ns

Total Delay 21.5ns 21.4ns
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Figure 1. 16-bit Look-ahead Carry ALU Expansion

ABSOLUTE MAXIMUM RATINGS
(Operation beyond the limit set forth in this table may impair the useful life of the device. Unless otherwise noted these limits are over the 
operating free-air temperature range.)

SYMBOL PARAMETER RATING UNIT
VCC Supply voltage –0.5 to +7.0 V

VIN Input voltage  –0.5 to +7.0 V

IIN Input current –30 to +1 mA

VOUT Voltage applied to output in High output state –0.5 to VCC V

IOUT Current applied to output in Low output state  40 mA

Tamb Operating free-air temperature range 0 to +70 °C

TSTG Storage temperature range –65 to +150 °C

Figura 5.28. titulo

Obsérvese que la operación aritmética de suma aparece como PLUS para
distinguirla de la operación lógica OR, que aparece expresada mediante ope-



5. Aritmética binaria y circuitos aritméticos 267

rador +. Asimismo, la operación aritmética de resta aparece como MINUS.
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Ejercicios propuestos

Problema 5.1 Defina qué es el Overflow y cómo se detecta en operaciones de
números con signo y sin signo. Ponga ejemplos.

Problema 5.2 Se desea diseñar un circuito que permita convertir un núme-
ro binario de 5 bits en su correspondiente en BCD. (Ej.: 101112 = 2310 = 0010
0011BCD). Base su diseño, exclusivamente en sumadores de 4 bits y compara-
dores de magnitud de 4 bits.

Problema 5.3

Construir la ALU de 4 bits especificada por la tabla de operación 5.4 y
para lo que se disponen de sumadores de 1 bit, puertas y multiplexores
2:1. Asimismo, la ALU debe disponer de entrada y salida de acarreo
para su conexión en cascada. Expresar el sı́mbolo del subsistema de esta
ALU.

Tabla 5.4:
S1 S0 F =
0 0 2A
0 1 1111(2

1 0 A + B
1 1 A�B en Ca1

A partir del subsistema diseñado, construir una ALU de 12 bits.

Dados dos números de 12 bits A y B, indique cómo puede realizarse la
operación F = A�B en Ca2 usando la ALU del apartado anterior.

Problema 5.4 Se dispone de una ALU de 4 bits (figura 5.29)que realiza las
operaciones que se muestran en la tabla adjunta.

a) Determine los valores lógicos que toman las salidas V ,Cout y F3�0 para
todos los posibles valores S2 S1 S0, si A3�0 = 1000, B3�0 =1010 y Cin=1.

b) Diseñe el circuito aritmético de la ALU.
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(a) Tabla de opreración (b) ALU

Figura 5.29.

Problema 5.5 Se desea diseñar un circuito combinacional (ver figura 5.30) que
reciba un número de tres bits, A2�0, y una entrada de control Xi, y genera el
Ca1 o el Ca2 del número de entrada A2�0 en función de Xi (Xi = 0 genera Ca2
y Xi = 1, el Ca1). Además el circuito debe disponer de una salida adicional,
Xo, que se pone a 1 cuando existe un 1 en alguna de las entradas Xi, A2�0, y,
0, para cualquier otro caso.

Figura 5.30.

a) Implementa el circuito correspondiente usando, exclusivamente, multi-
plexores de cuatro canales.

b) Determina cuál es la función que realiza el circuito de la figura 5.31.

Figura 5.31.

Problema 5.6 Un circuito restador binario de 8 bits se va a utilizar para com-
parar dos números, A y B, de 8 bits. Este restador binario, además de generar
el resultado de la diferencia R = A � B, dispone de salidas especializadas
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que dan cierta información adicional: salida N , signo del resultado, toma el
valor lógico del bit de signo del resultado (R7); salida Z, resultado cero, se
pone a 1, si el resultado R es igual a 0; salida C, arraste, es el bit de borrow
de la resta; salida V , overflow en Ca2, esta salida se pone a 1 cuando existe
sobrecapacidad en operaciones con números en complemento a 2 (Ca2).

a) Justifique que V = A7 • B7 • R7 + A7 • B7 • R7

b) Si las entradas A y B del restador expresan números en notación Ca2
demuestre que si [Z + (N � V )] = 0, entonces A > B.

c) Si A y B representan números sin signo, demuestre que si C = 0, enton-
ces A � B.

Problema 5.7 Diseñar una Unidad Aritmético-Lógica (ALU) que permita ope-
rar con dos números binarios (a y b) de ocho bits, pudiendo realizar las si-
guientes operaciones:

a) aritméticas: (1) sumar sumar (a+ b) con y sin acarreo; (2) decrementar a;
(3) incrementar a ; (4) transferir a; (5) restar (a� b); (6) restar (a� b� 1).

b) lógicas: (1) a⌦ b ; (2) a • b; (3) a + b y (4) a.

Problema 5.8 Se desea contruir un circuito que admita como entradas tres
números A, B y C de n bits y una salida, z, que se pone a a 1 si el número B
es el más cercano al A y a 0 en caso contrario.

Problema 5.9

a) Construir un sumador de dos números de un dı́gito BCD cada uno y
que muestre el resultado, también, en BCD. Se deberán tener en cuenta los
acarreos de entrada y salida.

b) A partir del sumador del apartado anterior, construya un sumador de
dos números de 4 dı́gitos BCD.

Problema 5.10

(a) Realice las siguientes multiplicaciones en aritmética binaria: (1) 1102 ⇥
112; (2) 1102 ⇥ 1102.
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(b) Diseñe un multiplicador que permita realizar el producto aritmético de
un número, A, de tres bits, con otro, B, de dos bits, ambos sin signo.Utilizar
un sumador de 4 bits y puertas AND de dos entradas. Dibujar el sı́mbolo del
subsistema construido.

(c) A partir de un sumador de 4 bits y un sumador FA de un bit, construya
un sumador de 5 bits.

(d)Diseñe un multiplicador par dos números, A y B, ambos sin signo y
de tres bits. Para ello utilice el multiplicador construido en el apartado (b) el
sumador del (c) y puertas AND de dos entradas.
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Capı́tulo 6

Análisis y diseño de circuitos
secuenciales

6.1. Introducción

Hasta ahora, los circuitos digitales estudiados disponen de un conjunto de
salidas que para un instante t,(salvo tiempos de retraso asociados a las puer-
tas lógicas que los constituyen) toman un valor que es, siempre, combinación
de los valores de las entradas en ese mismo instante t. De esta forma, si las
entradas cambian, las salidas también cambian y, para una combinación de
entradas dada, las salidas siempre toman el valor asociado a dicha combina-
ción. Estos circuitos son combinacionales.

La mayorı́a de los circuitos digitales difieren de estos circuitos combinacio-
nales en la incorporación de elementos capaces de almacenar información, de
forma que las salidas de dichos circuitos se comportan de forma más comple-
ja. En este caso, las salidas son función de la combinación de entradas y de los
datos almacenados en la memoria, los cuales, a su vez, pueden cambiar de va-
lor en función de las entradas. Estos nuevos circuitos deben ser descritos me-
diante una lógica secuencial, pues aquı́ ocurre que una misma combinación
de entradas puede generar distintas salidas ya que los datos almacenados en
memoria pueden ser diferentes en cada caso, y estos datos almacenados de-
penden del historial de entradas o, dicho de otra forma, de la secuencia de

273
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entradas que pudiera haber tenido dicho circuito.

En la figura 6.1 se representa el diagrama de bloques de un circuito secuen-
cial.
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Figura 6.1.

Un circuito secuencial (en adelante, CS) dispone de un bloque puramente
secuencial, constituido por elementos de memoria donde se almacenan bits,
y de un bloque combinacional, que recibe las entradas del CS y los valores
almacenados en los elementos de memoria y genera las salidas del CS y los
próximos valores a almacenar en los elementos de memoria.

Se justifica pues, el interés de comenzar el estudio de los CS por los ele-
mentos de memoria elementales, es decir, los capaces de almacenar un bit.
Básicamente, podemos decir que estos elementos de memoria están consti-
tuidos por puertas lógicas que disponen de realimentaciones de sus salidas
hacia sus entradas. La figura 6.2 muestra un ejemplo de elemento de memo-
ria constituido por una puerta OR con una única realimentación de su salida
hacia una de sus dos entradas.
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Figura 6.2.

Si E = 0 e inicialmente S = 0, la salida seguirá siendo 0. Si E = 1, la salida
S = 1, pero si en este caso, E vuelve a pasar a 0, la salida seguirá siendo 1.
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Este es un ejemplo muy básico de un elemento de memoria que ha sido capaz
de almacenar un 1 de forma perpetua. En general, para que un elemento de
memoria que almacene un bit sea útil, debe tener capacidad de almacenar un
1 o un 0, el tiempo que se precise, y disponer de los terminales adecuados
para la escritura del 1 y del 0. Estos elementos de memoria se denominan
biestables.

6.2. Biestables

6.2.1. Biestable SR realizado con puertas NOR

La figura 6.3 muestra la estructura del biestable SR-NOR que pasaremos a
analizar.
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Figura 6.3.

Este biestable tiene dos entradas, S y R, y dos salidas q1 y q2. La entrada
S (que viene de Set, “puesta a 1”) cuando se activa provoca la escritura de un
1 lógico en el biestable; si se activa la entrada R (que viene de Reset, “puesta
a 0”) se provoca el borrado del biestable, es decir, la escritura de un 0 lógi-
co; si ninguna de estas entradas están activas, el biestable almacena el valor
(1 o 0) escrito anteriormente. Es evidente, que S y R no deben estar activas
simultáneamente. Las salidas q1 y q2, deben contener, de alguna manera, el
valor almacenado en el biestable.

Las salidas q1 y q2 dependen de S, R y de sı́ mismas, también. Si asumimos
que las puertas NOR introducen un cierto tiempo de propagación tp, podemos
distinguir los valores q1, q2 de entrada de las puertas con los valores q1, q2

que tomarán las salidas de las mismas pasado un tiempo igual al tiempo de
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propagación. Denotaremos por Q1, Q2, a los valores futuros de las salidas (una
vez transcurrido el tiempo de propagación), y por q1, q2 a sus valores actuales
(y que por tanto, son aplicados a las entradas de las puertas NOR). De esta
forma:

Q1 = S + q2 = S q2

Q2 = R + q1 = R q1

Si representamos estas expresiones en un K-mapa, obtenemos lo represen-
tado en la figura 6.4.
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Figura 6.4.

A partir de esta tabla podemos conocer cómo funciona dicho biestable y
lo haremos analizando la evolución temporal de las salidas q1, q2 para una
secuencia de sus entradas S, R, tal como se muestra en la figura 6.5.

Suponemos que inicialmente q1, q2 toman los valores 1 y 0, respectivamen-
te. En el instante t = 0, SR = 00, y q1q2 = 10, según el K-mapa, Q1Q2 = 10,
esto es, los próximos valores de las salidas del biestable coinciden con los va-
lores actuales. Esto define una situación o estado estable que contiuará en el
tiempo mientras que las entradas SR no cambien. Ası́ alcanzamos el instante
t = t1, donde la entrada S se pone a 1 lógico (pulso de Set). Para esta nue-
va situación, el K-mapa del biestable indica que los próximos valores a tomar
por las salidas (transcurrido el tiempo tp de propagación de las puertas NOR)
será 00. Pero esta situación es inestable, puesto que una vez que las salidas
pasen a tomar estos valores, vuelven a introducirse como entradas, las cuales
generan unas nuevas salidas. Esto es, para SR = 10 y q1q2 = 00, las nuevas
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Figura 6.5.

salidas son Q1Q2 = 01. Estos nuevos valores que se han establecido en un
tiempo igual a 2 ⇥ tp se mantienen estables mientras que las entradas SR no
cambien. Ası́ se llega al instante t = t2, en el que la entrada S se pone a 0 lógi-
co. Las próximas salidas para SR = 00 y q1q2 = 01 son q1q2 = 01, por tanto
tenemos también una situación de estabilidad que se mantendrá mientras SR
no cambie. Ası́ llegamos a t = t3, donde se inicia un pulso de Reset, R = 1. Las
próximas salidas para SR = 01 y q1q2 = 01 son Q1Q2 = 00 que se generan
en el instante t = t3 + tp. Estas nuevas salidas pasan a ser entradas y generan
unas nuevas salidas que serán, para SR = 01 y q1q2 = 00, Q1Q2 = 10 a partir
de t = t3 + 2tp. A partir de aquı́ se alcanza una nueva situación de estabilidad
que permanecerá mientras que SR no cambien. En t = t4, SR = 00, mien-
tras que q1q2 = 10, nuevamente tenemos una situación estable, por lo que las
salidas no cambian de valor.

Es hora de recordar la funcionalidad de las entradas SR. La lı́nea S provoca
la escritura de un 1 en el biestable, la lı́nea R la escritura de un 0, y si ninguna
está activa, el biestable mantiene el valor almacenado. Si observamos el dia-
grama temporal durante el intervalo [t1, t2], donde se genera pulso de Set, la
salida q2 se pone a 1, mientras que q1 a 0. Parece razonable, pues, comenzar
a intuir que q2 debe ser la salida del biestable que muestra el valor almace-
nado. Si observamos el diagrama temporal durante el intervalo [t3, t4], pulso
de Reset, observamos que q2 pone a 0, mientras que q1 se pone a 1. Además,
si SR = 00, intervalos [0, t1], [t2, t3] y [t4, t5], las salidas no cambian de valor



278 6.2. Biestables

manteniendo el bit que previamente se almacenó mediante un pulso de Set o
Reset.

Sigamos analizando el resto del diagrama temporal a partir del instante t5.
En este caso se generan simultanemante un pulso de Set y Reset, que tienen
igual duración. Cómo ya se mencionó anteriormente, no tiene sentido forzar a
un dispositivo a escribir un 1 y un 0 simultáneamente. Aquı́ mostraremos una
justificación más de que estas entradas deben estar prohibidas. Si SR = 11,
los próximos valores de las salidas q1q2 son 00, y está situación se mantiene
estable mientras que SR no cambien. En el instante t = t6, ambas entradas pa-
san a 00. En este caso, los próximos valores de las salidas son 11; nuevamente
estas salidas pasan a ser entradas, por lo que generan unas nuevas salidas, 00;
que nuevamente pasan a ser entradas y generan las salidas 11; y ası́ sucesiva-
mente. El biestable ha entrado en una situación oscilatoria que dista mucho
del comportamiento funcional que se requiere de él.

La circunstancia analizada anteriormente no es la única que podrı́a provo-
car un comportamiento oscilatorio no deseado de las salidas del biestable. De
hecho esta situación se genera siempre que en algún momento q1q2 sean 00
y las entradas SR también lo sean. Si observamos con detenimiento la evolu-
ción temporal de q1q2, observamos que cuando se generaban pulsos de Set o
Reset, q1q2 tomaban los valores 00 durante un periodo corto de tiempo antes
de conseguir el valor adecuado. Esto hace pensar que si se generan pulsos de
Set o Reset excesivamente cortos, el biestable también podrı́a malfuncionar.

Por todo lo expuesto anteriormente, cabe hacer las siguientes restricciones
funcionales al biestable SR:

Las entradas SR = 11 quedan prohibidas.

La duración de los pulsos de Set y Reset debe ser superior a 2⇥tp (tiempo
necesario para que las salidas q1q2 tomen un valor estable adecuado).

Si estas restricciones son satisfechas, podemos decir que las salidas del
biestable nunca tomarán los valores 00, ni tampoco 11, ya que estos últimos
se obtienen a partir de los primeros. Además podemos afirmar que el biesta-
ble tiene una salida q que muestra el valor almacenado en el mismo, que se
corresponde con q2, y una lı́nea q̄ que muestra el valor complementado, y que
se corresponde con q1. Por todo esto pasamos a una descripción más simplifi-
cada del K-mapa del biestable SR, figura 6.6.
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Con un cı́rculo se han representado aquellas situaciones que producen es-
tabilidad, esto es, cuando el proximo valor de la salida coincide con el de la
entrada.

El sı́mbolo gráfico del biestable SR es el representado en la figura 6.7.
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6.2.2. Biestable SR-NAND

Cualquier circuito que se pueda construir con puertas NOR, puede reali-
zarse también con puertas NAND. En la figura 6.8 se muestra el proceso de
obtención de un biestable, el NAND, a partir del SR-NOR.

Aplicando la ley de Morgan, x + y = x y, sobre la parte (a) de la figura,
se obtiene la parte (b). Si ahora asociamos la puerta AND con el inversor, ob-
tenemos una NAND, parte (c), donde destacamos que ahora la salida q del
biestable se corresponde con la salida superior, mientras que la q̄ es la inferior.
Asociar los inversores con las entradas SR, es equivalente a suponer que estas
son activas en bajo, parte (d).
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La tabla funcional del SR-NAND es la mostrada en la figura 6.9.
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6.2.3. Biestables sı́ncronos

Existen dos tipos de biestables, los ası́ncronos y los sı́ncronos. Los que he-
mos visto hasta ahora son ası́ncronos, es decir, no tienen ningún tipo de meca-
nimo que permita su sincronización. La sincronización de un biestable viene
dada por una lı́nea adicional, denominada lı́nea de reloj, cuya función es la de
indicar al biestable cuándo puede cambiar de estado, es decir, cuándo puede
cambiar sus salidas. En el biestable SR-NOR estudiado, cuando las entradas
cambian, el biestable puede cambiar de estado, y esta situación se repite siem-
pre que cambien las entradas ya que no existe ninguna lı́nea adicional que
pueda indicarle cuándo el biestable puede cambiar y cuándo no. La necesi-
dad de biestables sı́ncronos se hace patente en sistemas secuenciales reales los
cuales pueden generar transiciones inesperadas (azares) que si tienen la dura-
ción suficiente pueden provocar que los biestables del CS cambien de estado
o que estos entren en un funcionamiento caótico (oscilaciones). La utilización
de biestables sı́ncronos minimiza estos problemas, ya que la señal de reloj in-
hibirı́a el funcionamiento del biestable durante el tiempo donde estas transi-
ciones inesperadas tienen mayor presencia y habilitarı́a el funcionamiento del
mismo cuando hubiese pasado el “peligro” asociado a estos azares.

Cuando un biestable sı́ncrono está habilitado se dice que se ha producido
el disparo del mismo. La señal de reloj es la que genera, de forma periódica,
dichos disparos. En la mayorı́a de las ocasiones, la señal de reloj no es más que
una señal binaria, periódica, cuadrada, de unos y ceros que se van alternando
en el tiempo.



282 6.2. Biestables

Existen varios tipos de biestables sı́ncronos: disparados por nivel, master-
slave (amo-esclavo), y disparados por flanco. A continuación estudiaremos
cada uno de ellos, utilizando, siempre como base, el biestable SR.

6.2.3.1. Biestables disparados por nivel

La figura 6.10 muestra la estructura de un biestable SR-NOR disparado por
nivel. Este está constituido por un biestable SR-NOR (biestable ası́ncrono), dos
puertas AND cuyas salidas controlan las entradas SR del biestable asincrono
y cuyas entradas son S y R, y la señal de reloj clk.
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El funcionamiento del mismo es el siguiente. Si clk = 0, las salidas de las
puertas AND son cero, y por tanto el biestable ası́ncrono tiene como entradas
00, por lo que no cambia de estado. Este estado permanece inalterado mien-
tras que clk siga siendo 0, independientemente de los valores que tomen las
entradas SR. Ahora bien si clk = 1, las entradas SR actúan directamente so-
bre las entradas del biestable ası́ncrono, y este cambiará de estado en función
de los valores que tomen dichas entradas y durante todo el tiempo en que la
señal de reloj esté a 1 lógico.

Hay dos tipos de biestables disparados por nivel. Aquellos que son dis-
parados por nivel alto y los que lo son por nivel bajo. En nuestro ejemplo, el
biestable es disparado por nivel alto. Fácilmente podrı́amos haber construido
el disparado por nivel bajo, sin más que añadir a la estructura mostrada un
inversor en la lı́nea de la señal de reloj.
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Un diseño alternativo del biestable disparado por nivel es el que se mues-
tra en la figura 6.11 , el cual ha sido construido a partir del SR-NAND. En este
caso, las puertas AND han sido substituidas por puertas NAND.
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En el caso en que clk = 0, las salidas de las puertas NAND son 1, por lo
que el biestable ası́ncrono no cambia de estado. Si clk = 1, las entradas SR
pasan a controlar las entradas del biestable ası́ncrono de forma invertida. Por
tanto si SR = 10, las entradas del biestable ası́ncrono son 01, por lo que se
genera la puesta a 1; si SR = 01, las entradas del biestable ası́ncrono valen
10, por lo que se genera la puesta a 0. En general, podemos decir que, inde-
pendientemente de la realización interna del biestable SR ası́ncrono (NAND
o NOR), el sı́mbolo y la funcionalidad del biestable SR disparado por nivel
son los mismos.

En la figura 6.12 se muestran los simbolos asociados al biestable SR dispa-
rado por nivel alto, (a), y al disparado por nivel bajo, (b):
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6.2.3.2. Biestable Master-Slave (Amo-Esclavo)

A veces resulta insuficiente, para determinadas aplicaciones, el uso de los
biestables disparados por nivel. En muchas ocasiones es interesante que los
cambios del biestable se realicen en instantes muy determinados de la señal
de reloj, en concreto, en los flancos de subida o bajada de la misma. Una prime-
ra solución a esta situación la presenta el biestable Master-Slave, en el apartado
siguiente estudiaremos una segunda solución, plasmada en lo que se denomi-
nan biestables disparados por flanco.

En la figura 6.13 se representa la estructura de un biestable Master-Slave
del tipo SR. Puede apreciarse que este biestable está formado, internamente,
por dos biestables SR disparados por nivel. El situado a la izquierda de la
página es el biestable amo (Master), cuyas entradas son las entradas SR del
conjunto Master-Slave. Las salidas del biestable esclavo (Slave) son las salidas
del conjunto Master-Slave y tiene como entradas las salidas del biestable amo.
Obsérvese que el biestable amo está disparado por nivel alto, mientras que
el segundo biestable, el esclavo, está disparado por nivel bajo. Otra configu-
ración alternativa a la mostrada serı́a aquella en la que el biestable amo es
disparado por nivel bajo y el esclavo por nivel alto. En definitiva, para un
biestable Master-Slave, en cada semiciclo de la señal de reloj, sólo uno de los
dos biestables puede estar activo, mientras que en el semiciclo siguiente, sólo
se encontrará activo aquel biestable que en el primer semiciclo estaba inactivo.
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Siguiendo la estructura definida en la figura anterior, podemos apreciar
que el biestable amo está activo cuando la señal de reloj está en alto, mientras
que el biestable esclavo se activa cuando la señal de reloj está en bajo.
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Por tanto, si clk toma un 1 lógico, el biestable esclavo está inactivo, y sus
salidas q, q̄ no cambian de valor durante todo este semiciclo, independiente-
mente de los cambios que se produzcan en las entradas SSRS . En cambio, el
biestable Amo está activado, y las salidas de q, q̄ para este biestable pueden
cambiar en función de los valores de las entradas SMRM para este semiciclo.

Si clk toma el valor 0 lógico, el biestable amo ahora está inactivo. Sus sali-
das no cambian de valor, aunque cambien las entradas SMRM , y mantienen
los valores que se alcanzaron al final del semiciclo en el que clk valı́a 1 lógico.
Por otro lado, ahora las salidas del biestable esclavo puede cambiar de valor
ya que este se encuentra habilitado. Los valores futuros de q, q̄, dependen de
las entradas SSRS en este semiciclo. Estas entradas son las salidas del biesta-
ble amo, el cual está inactivo y por tanto se mantienen constantes mientras clk
sea 0 lógico. Como la salida q del amo se conecta a la entrada S del esclavo y la
salida q̄ del amo a la entrada R del esclavo, entonces las únicas posibilidades
para el esclavo son SSRS = 10 o SSRS = 01, esto es, escribir un 1 o escribir
un 0, respectivamente.

Nótese que las salidas del biestable Master-Slave pueden cambiar desde el
instante en que el biestable esclavo comienza a estar activo, esto es, en la tran-
sición de reloj de 1 lógico a 0 lógico (flanco de bajada), y no vuelve a cambiar
de valor hasta que llegue una nueva transición de bajada.

En la figura 6.14 se muestra la evolución temporal de las salidas de los bies-
tables del conjunto Master-Slave para una secuencia de entradas determinada.
Partimos de la situación en la que los dos biestables del conjunto Master-Slave
están tienen un 0 lógico.

En el intervalo de tiempo [0, t1], clk tiene un 0 lógico, por tanto biestable
amo inactivo, biestable esclavo activo. El biestable amo, tiene su salida q igual
a 0 lógico, por tanto, en este intervalo, esta salida se mantiene con este valor
a pesar de que la entrada S se pone a 1 lógico. El biestable esclavo está activo
y tiene como entrada S la salida q del amo y como entrada R la salida q̄ del
amo, por tanto, se escribe un 0 lógico en el biestable esclavo que dura todo
este tiempo.

Intervalo [t1, t2]. Biestable esclavo inactivo, por tanto mantiene el 0 lógi-
co del intervalo anterior y biestable amo activo (a continuación sólo nos
referiremos al biestable amo). Durante este intervalo, R permanece a 0
mientras que S toma el valor 1, pasa a 0, y vuelve a ser 1 lógico. Por
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tanto las entradas de este biestable son SR = 10, que pone la salida del
biestable a 1, SR = 00, que mantiene el valor almacenado, y SR = 10,
que vuelve a poner la salida q del biestable a 1. Entonces, durante este
semiciclo, la salida q permanece a 1 mientras que q̄ lo hace a 0.

Intervalo [t2, t3]. Biestable amo inactivo, su salida q se mantiene a 1 lógi-
co; biestable esclavo activo. Este último pone los valores de salida que se
corresponden con las entradas SR = 10, esto es un 1 lógico.

Intervalo [t3, t4]. Biestable esclavo inactivo, su salida q se mantiene a 1
lógico, y biestable amo activo. Durante este intervalo, las entradas SR
del biestable amo toman los valores 01 respectivamente, por tanto la sa-
lida q del biestable amo se pone a 0 lógico durante todo este intervalo.

Intervalo [t4, t5]. Biestable amo inactivo, su salida q se mantiene a 0 lógi-
co, biestable esclavo activo. Las entradas SR de este último son ahora
01, respectivamente, por lo que la salida q del esclavo se pone a 0 lógico.

Intervalo [t5, t6]. Biestable esclavo inactivo, su salida q se mantiene a 0
lógico, biestable amo activo. Durante este intervalo R vale 0 y S pasa
de valer 0 a tomar el valor 1 lógico. Las entradas SR del amo en este
intervalo son, primero, 00, y después 10. Para SR = 00, el biestable amo
mantiene el valor almacenado, esto es, un 0 lógico (valor del intervalo
[t4, t5]), mientras que para SR = 10, la salida q del biestable amo pasa a
ser 1 lógico.

Intervalo [t6, t7]. Biestable amo inactivo, mantiene su salida q a 1 lógico,
biestable esclavo activo. En este caso, las entradas SR del esclavo son 10,
por tanto, la salida q del esclavo se pone a 1 lógico.

Intervalo [t7, t8]. Biestable esclavo inactivo, mantiene su salida q a 1 lógi-
co, biestable amo activo. Para este intervalo S toma el valor 1, mientras
que R el 0, por tanto se escribe un 1 lógico.

Intervalo [t8, . . .]. Biestable amo inactivo, mantiene su salida a 1 lógico,
biestable esclavo activo. La salida q del esclavo se pone a l lógico.

Como se puede apreciar en la figura anterior, la salida del Master-Slave,
QS , sólo cambia en los flancos de bajada de la señal de reloj, manteniéndose
constante durante el resto del periodo de reloj. Podı́amos haber diseñado un
Master-Slave cuya salida cambiase en los flancos de subida del reloj. Para ello
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el biestable amo deberı́a ser disparado por nivel bajo y el esclavo por nivel
alto.

En la figura 6.15 se representan los sı́mbolos de los biestables Master-Slave
con cambio de salida en flanco de subida, (a), y en flanco de bajada, (b):
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6.2.3.3. Biestable disparado por flanco

Este tipo de biestable presenta un modo de funcionamiento similar al bies-
table Master-Slave, en el sentido de que la salida q del biestable sólo puede
cambiar en los flancos de subida o bajada de la señal de reloj, permaneciendo
estable el resto del periodo. En la figura 6.16 se representa los sı́mbolos lógicos
de un biestable SR disparado por flanco de subida, (a), o por flanco de bajada,
(b).

R         q

S         q

clk

(a)

R         q

S         q

clk

(b)

R         q

S         q

clk

R         q

S         q

clk

clk

q

S

R 

t
1
                       t

2
                       t

3
                        t

4
          t

__

__

(a) (b)

Figura 6.16.

La principal diferencia con el funcionamiento del Master-Slave estriba en
que en el momemto del flanco activo (bajada o subida) se leen las entradas
(en este caso SR) que determinarán el próximo valor de q para el ciclo de reloj
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siguiente. Aclaremos el funcionamiento del biestable con el ejemplo ilustrado
en el cronograma de la figura 6.17. En él se ha representado la evolución de las
salida q de un biestable SR disparado por flanco de bajada (o negativo) para
una secuencia de entradas determinada. Suponemos que el valor inicial, para
t = 0, del biestable SR es un 1 lógico.
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Intervalo [0, t1]. No se genera ningún flanco de bajada durante este pe-
riodo de reloj, por lo que la salida q se mantiene a 1 lógico.

Instante t1. Se genera un flanco de bajada. Las entradas SR para t = t1
son 00 respectivamente. Por tanto el periodo siguiente de reloj, el biesta-
ble mantiene el 1 lógico.

Instante t2. Se genera flanco de bajada. Las entradas SR en este instante
son 01, respectivamente, por lo que la salida q se pone a 0 lógico. Este 0
lógico se mantiene hasta t3.

Instante t3. Las entradas SR son 10, la salida q del biestable se pone a 1
lógico hasta que se genere un nuevo flanco de bajada.

Instante t4. Las entradas SR son 10, la salida q del biestable sigue a 1
lógico.
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Como puede verse en el cronograma anterior, las entradas SR pueden es-
tar a 1 lógico simultáneamente (intervalo [t1, t2]). En este tipo de biestable estas
entradas están permitidas mientras que no se encuentren en el momento que
se genere un flanco activo.

Para incidir más en las diferencias funcionales del biestable disparado por
flanco y el biestable Master-Slave, se ha representado, en la figura 6.18, un cro-
nograma que muestra la evolución de las salidas de estos biestables para una
secuencia de entradas de SR determinada. Suponemos que, inicialmente, el
estado de ambos biestables es desconocido.
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Figura 6.18.

Para el biestable disparado por flanco:

Inicio. El valor de q es desconocido hasta que llegue el primer flanco de
bajada de la señal de reloj.

Instante t2. Las entradas SR para t2 son 01 respectivamente. El biestable
pone su salida q a 0 lógico hasta el instante t4.

Instante t4. Las entradas SR son 00. El biestable mantiene el valor ante-
rior de q, esto es, 0 lógico, hasta el siguiente flanco.

Instante t6. Las entradas SR son 10. El biestable pone su salida q a 1
lógico hasta el siguiente flanco.
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Instante t8. Las entradas SR son 10. El biestable pone su salida q a 1
lógico hasta el siguiente flanco.

Para el biestable Master-Slave:

Intervalo [0, t1]. Biestable Amo inactivo, Esclavo activo. Como la salida
q del amo es desconocida, y este esta inactivo, mantiene este valor des-
conocido durante todo este intervalo. El biestable esclavo está activo,
pero como las entradas son desconocidas, el valor de salida del mismo
también es desconocido.

Intervalo [t1, t2]. Biestable Esclavo inactivo, mantiene el valor descono-
cido, biestable amo activo. Durante este intervalo las entradas del amo
son SR = 00 y SR = 01. Para el primer caso, SR = 00, el biestable amo
mantiene el estado desconocido, mientras que para SR = 01, la salida q
pasa a ser 0 lógico.

Intervalo [t2, t3]. Biestable amo inactivo, mantiene su salida q a 0 lógico,
biestable esclavo activo. Las entradas de este último son SR = 01, por
tanto, pone su salida q a 0 lógico durante este intervalo.

Intervalo [t3, t4]. Biestable esclavo inactivo, mantiene su salida q a 0 lógi-
co, biestable amo activo. Durante este periodo, las entradas son SR = 00,
después SR = 10, y finalmente SR = 00. Para el primer caso, SR = 00,
el biestable mantiene el dato almacenado, o sea, 0, para SR = 10, el bies-
table amo pone su salida q a 1 lógico, y para SR = 00, mantiene el 1
lógico.

Intervalo [t4, t5]. Biestable amo inactivo, mantiene su salida q a 1 lógico,
biestable esclavo activo. La salida q de este último se pone a 1 lógico.

Intervalo [t5, t6]. Biestable esclavo inactivo, mantiene su salida q a 1 lógi-
co, biestable amo activo. Durante este intervalo las entradas del amo
pasan de ser SR = 01, a SR = 00 y finalmente SR = 10. Para el primer
caso, SR = 01, la salida q del amo se pone a 0 lógico; para el segundo
caso, SR = 00, la salida q = 0 se mantiene, y para SR = 10, la salida q
vuelve a ponerse a 1 lógico.

Intervalo [t6, t7]. Biestable amo inactivo, mantiene su salida q a 1 lógico,
biestable esclavo activo. La salida q del esclavo se pone a 1 lógico.
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Como puede apreciarse en las formas de onda de salida de ambos biesta-
bles, aunque estos funcionan de forman similar, sus resultados no son idénti-
cos. Es fácil apreciar que el pulso de Set del intervalo [t3, t4] es totalmente
transparente para el biestable disparado por flanco, pero no para el Master-
Slave, ya que este pulso es capturado por el biestable amo y transferido al
esclavo.

6.2.4. Otros biestables

Biestable JK. (figura 6.19) Es similar al biestable SR, pero tiene la ventaja de
que la entrada JK = 11 no está prohibida (la entrada J es similar a la S
y la K a la R).
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Biestable T . (figura 6.20) Es igual al JK cuando unimos sus dos entradas.
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Biestable D. (figura 6.21) Almacena el bit que llega por su única entrada D.
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6.2.5. Realización de biestables a partir de otros

En este apartado daremos las nociones generales para construir un biesta-
ble cualquiera a partir de uno dado. Haremos dos ejemplos.

Ejemplo 1. Construir un biestable JK a partir de un SR.

Esto es, disponemos de un biestable SR y queremos construir una estruc-
tura de forma que tenga dos terminales que hagan las veces de las entradas
JK, y una salida q que cambie en función de JK tal como define la tabla de
transición del biestable JK.

Usaremos el biestable SR como elemento de memoria, naturalmente, y la
idea de diseño se base en encontrar los valores de SR adecuados para facilitar
las transiciones definidas en el biestable JK en función de estas entradas, J y
K. Partimos de la estructura representada en la figura 6.22. Deseamos diseñar
un circuito combinacional (CC) que, en función de las entradas J , K, y el valor
del biestable, q, determine las entradas SR adecuadas para que el conjunto
opere como un biestable JK.

Para ello, partimos de la tabla de transición del biestable SR, de la cual se
obtiene la tabla de excitación, figura 6.23. Esta nueva tabla muestra qué valores
de entrada SR son necesarios para generar las cuatro transiciones posibles en
todo biestable: de 0 a 0, de 0 a 1, de 1 a 0 y de 1 a 1.

A continuación determinamos la estructura del CC a partir de un K-mapa
que defina su funcionamiento. Si JK = 00 y q = 0, el biestable JK a diseñar
tiene que generar como estado futuro Q = 0, por tanto, el CC que tiene como
entradas JK = 00 y q = 0 debe generar las salidas SR para que el biestable
SR pase de 0, valor presente, a 0 como valor futuro. Esto es, según la tabla de
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excitación, SR = 0x.

Si JK = 11 Y q = 0, el biestable JK a diseñar tiene que generar comoe
stado futuro Q = 1, por tanto, el CC debe generar las salidas SR apropiadas
para que el biestable SR pase de valor 0, presente, a 1, valor futuro. La tabla
de excitación nos indica que estos valores son SR = 10.

Si iteramos este procedimiento para las restantes casillas obtenemos el K-
mapa de la figura 6.24 para el CC.
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Las expresiones para S y R son:

S = J q̄

R = K q

El cicuito resultante es el representado en la figura 6.25.
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Ejemplo 2. Obtener el biestable SR a partir de un T .

Se parte de la estructura mostrada en la figura 6.26, y se repiten los pasos
anteriores.
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En primer lugar, se obtiene la tabla de excitación del biestable T , figura6.27.
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A continuación determinamos la estructura del CC a partir de un K-mapa
que defina su funcionamiento. Para SR = 00 y q = 0, el biestable SR debe
tener como valor futuro Q = 0, por tanto el CC que recibe dichas entradas
debe generar como salida T = 0, para que el biestable pase de estado presente
0 a estado futuro 0. Si SR = 01 y q = 1, el estado futuro del SR es 0, por
tanto el biestable T debe de pasar de estado actual 1 a estado 0, por lo que el
CC debe generar salida T = 1 para estas entradas. Si procedemos para todas
las posibles combinaciones de SR y teniendo en cuenta que SR = 11 están
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inespecificadas para el CC, obtenermos el K-mapa de la figura 6.28.
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De donde obtenemos que:

T = R q + S q̄

6.2.6. Entradas ası́ncronas de los biestables

Son unas entradas adicionales que disponen algunos biestables sı́ncronos.
Estas entradas permiten la puesta a 1 o a 0 del biestable sı́ncrono sin necesidad
de esperar a la llegada del nivel activo o el flanco activo de la señal de reloj.
Estas son las entradas de Preset, Pr, y Clear, Cl. La primera sirve para poner a
1 la salida q del biestable y la segunda para ponerla a 0. Estas entradas pueden
ser activas en bajo o en alto. En la figura 6.29 se ha representado un biestable
T disparado por flanco de bajada con enetradas ası́ncronas Pr y Cl activas en
bajo.
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Cuando las entradas de Pr y Cl están a 1 lógico, el biestable funciona de
forma normal a la descrita en apartados anteriores, las salida q cambiará en
función de los valores que tome la entrada T en los flancos de bajada de clk. Si
Pr = 0, y Cl = 1, se produce una puesta a 1 ası́ncrona, esto es, la salida q del
biestable se pone a 1 lógico desde el momento en que Pr = 0, independien-
temente de la entrada de reloj y la entrada T . Además esta salida se mantiene
mientras que Pr siga valiendo 0. Si Cl = 0 y Pr = 1, ocurre lo mismo que lo
descrito anteriormente pero la salida q se pone a 0. Las entradas Cl = Pr = 0
se prohı́ben.

En la figura 6.30 se ha representado la evolución temporal para el biestable
anterior para una secuencia de entradas de Pr, Cl y T . En este dibujo no se ha
representado la señal periódica de reloj, simplemente se han simbolizado los
flancos activos con las lı́neas punteadas verticales.
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Inicialmente el estado del biestable es desconocido.

Intervalo [0, t1]. Hasta el instante A, el valor de q es desconocido. En este
instante, se produce un pulso de Preset, que pone la salida q a 1 lógico.
Esto se mantiene hasta t1, donde llega un flanco activo. En el instante t1,
ninguna entrada ası́ncrona está activa, y la entrada T , que está a 0 lógico
determina que el próximo valor de q será el 1 lógico.
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Intervalo [t1, t2]. Se produce un pulso de Clear, que pone la salida q a 0.
Este 0 lógico se mantiene hasta t2, instante en el que llega un flanco de
bajada de clk. Como la entrada T en este instante está a 1, y el valor de q
actual es 0, el próximo valor de q será un 1 lógico.

Intervalo [t2, t3]. Se produce un pulso de Clear, que nuevamente pone la
salida q a 0 lógico hasta que llegue el siguiente flanco de reloj. En t3, la
entrada T vale 1, y el q actual es 0, por lo que el q próximo es 1.

Intervalo [t3, t4]. Existe un pulso de Preset que deja la q a 1 lógico. En t4,
existe un flanco activo, pero el Preset sigue a 0. Las entradas ası́ncronas
tienen prioridad sobre T , por lo que sigue la salida a 1.

Intervalo [t4, t5]. La salida se mantiene a 1 hasta el punto D, donde se
genera un pulso de Clear, que pone la salida q a 0 lógico. Este pulso de
Clear coincide con el flanco activo que llega en el instante t5, por lo que
este no tiene efecto.

Intervalo [t5, t6]. La salida q se mantiene a 0 durante este intervalo. A
partir de aquı́, ninguna entrada ası́ncrona se activa, por lo que los cam-
bios de q vienen determinados por los valores de T en los flancos activos.
En t6 como T = 1 y q = 0, el próximo valor es q = 1.

Intervalo [t6, t7]. La salida q se mantiene a 1 durante este intervalo. En t7
llega un flanco activo que provoca que para T = 1 y q = 1, el próximo
valor de q sea 0.

6.3. Análisis de circuitos secuenciales sı́ncronos

6.3.1. Autómatas de Mealy y Moore

Vimos en la introducción del capı́tulo el esquema general de un circuito
secuencial o máquina secuencial, constituido por un bloque combinacional y
un conjunto de biestables, que conforman los elementos de memoria. A par-
tir de ahora nos centraremos en un tipo determinado de circuito secuencial:
la máquina secuencial sı́ncrona. Este tipo de máquina cumple las siguientes
condiciones:
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Todos los biestables son del tipo disparado por flanco y todos son o de
subida o de bajada

Todos los biestables reciben la misma señal de reloj

Con esto conseguimos que todos los elementos de memoria de la máquina
secuencial cambien simultáneamente. Aquı́ aparece el concepto de estado de
una máquina secuencial. Éste se puede definir como el conjunto de valores alma-
cenados en los biestables durante un ciclo de reloj determinado. Ası́, una máquina
secuencial que tenga un biestable, tiene dos estados posibles, representados
por los valores 0 y 1 que pueden ser almacenados en dicho biestable. Si la
máquina secuencial tiene dos biestables, existen 4 estados distintos, corres-
pondientes a las cuatro combinaciones posibles de valores almacenables en
los dos biestables, 00, 01, 10 y 11. En general, si disponemos de n biestables,
la máquina tiene un total de 2n estados posibles distintos. En una máquina
o circuito secuencial sı́ncrono, por tanto, el paso de un estado a otro sólo se
puede producir al llegar el flanco de disparo de los biestables por la señal de
reloj.

Existen dos tipos de circuitos secuenciales sı́ncronos (en adelante, CSS):

Máquina o autómata de Moore. Todo aquel CSS cuyas salidas sólo dependen
del estado actual, es decir, de los valores almacenados en los biestables.

Zk = Zk(q1, q2, . . .)

Por tanto, las salidas de una máquina de Moore cambian de valor cuando
lo hacen las salidas qi de los biestables, esto es, en los flancos activos
(ascendentes o descendentes, según el tipo de disparo de reloj de los
biestables), mientras que en el resto del ciclo permanecen constantes.
La estructura en bloques de una máquina de Moore se muestra en la
figura 6.31.

Máquina o autómata de Mealy. Todo aquel CSS cuyas salidas sean función
de los estados de los biestables y las entradas de la máquina.

Zk = Zk(x1, x2, . . . , q1, q2, . . .)

Por tanto, las salidas de una máquina de Mealy pueden cambiar cuando
lo hagan las salidas qi de los biestables o cuando lo hagan las entradas
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al circuito. Como estas últimas pueden cambiar en cualquier instante,
sin depender de la señal de reloj, las salidas de este autómata pueden
hacer lo propio en cualquier momento. La estructura en bloques de una
máquina de Moore se muestra en la figura 6.32.

6.3.2. Análisis de circuitos secuenciales sı́ncronos

El proceso de análisis de CSS, de forma similar al análisis de circuitos com-
binacionales, persigue obtener una descripción total del mismo. Si recordamos
la estructura de un CSS, veremos que por un lado tenemos un conjunto de sa-
lidas que dependen, en el caso más general, de las entradas y los estados de
la máquina, y por otro lado tenemos un conjunto de biestables cuyo estado
puede cambiar en función del estado actual y de las entradas.

El proceso de análisis pretende obtener una descripción completa a través
de una tabla o diagrama de estados, donde se especifiquen los valores de sa-
lida y la evolución de estados en función de las entradas y estados presentes.
Dicho proceso se va realizar en los siguientes pasos:

(a) Obtención de las ecuaciones de salida y ecuaciones de excitación. A
partir del esquema del circuito se obtienen las expresiones booleanas de



302 6.3. Análisis de circuitos secuenciales sı́ncronos

q
1
, q

2
 ...

C.C.

Biestables C.C.
Salidas

z
1
, z

2
 ...

x
1
, x

2
 ...

Entradas

Entradas
Biestables

Moore

Elementos 
de

memoria

Circuito
Combinacional

q
1
, q

2
 ...

Salidas

z
1
, z

2
 ...

x
1
, x

2
 ...

Entradas

Mealy

Figura 6.32.

las salidas del mismo y de las entradas de cada uno de los biestables que
lo constituyen (ecuaciones de excitación).

(b) Tabla de excitación y salida. La tabla de excitación y salida es la repre-
sentación en forma de K-mapa de las ecuaciones de excitación y salida.

(c) Tabla de transición. Es la representación en K-mapa de los próximos
valores, Q, que toman cada uno de los biestables del circuito en función
de los valores actuales, q, y de las entradas del circuito.

(d) Tabla de estados / Diagrama de estados. La tabla de estados se obtie-
ne a partir de la tabla de transición sin más que asignarle un nombre
a cada conjunto de valores de los biestables. El diagrama de estados es
una representación gráfica de la tabla de estados en los que éstos son re-
presentados como cı́rculos, y los cambios de estado o transiciones, como
flechas que unen los cı́rculos. La notación usada se muestra en la figu-
ra 6.33.

Ejemplo. Analizar el circuito de la figura 6.34.

Se trata de un CSS, ya que cumple los requisitos reseñados anteriormente,
con dos biestables SR disparados por flanco de bajada, una entrada x y una
salida Z. El circuito posee, pues, un total de cuatro estados distintos. Además
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se trata de una máquina de Mealy, porque la salida z es función de la entrada
x y de los valores q de los biestables (si fuese de Moore sólo dependerı́a de los
valores q).

Ecuación de salida:

z = x q1 q2

Ecuaciones de excitación:

S1 = x q2

R1 = x q2

S2 = x q1

R2 = x q1

Tabla de excitación (figura 6.35). Se representan en un K-mapa las ecua-
ciones de excitación anteriores, procurando colocar en vertical los valores al-
macenados en los biestables, y en horizontal, las entradas.
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Tabla de salida (figura 6.36). Se representa la ecuación de salida en un K-
mapa siguiendo los criterios de la tabla de excitación.

Tabla de transición (figura 6.37). Éste es el paso más complejo de todos los
del análisis, pues hay que combinar el funcionamiento de cada biestable del
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circuito con la tabla de excitación. Por ejemplo, para q1q2 = 00 y x = 0 las
entradas del primer biestable son S1R1 = 00, esto implica que el valor futuro
Q1 será el mismo que el presente q1, o sea, 0. De igual forma, las entradas S2R2

para el segundo biestable son 00, por lo que el valor Q2 es el mismo que q2,
o sea, 0. Si q1q2 = 11 y x = 0, las entradas a los biestables son S1R1 = 01 y
S2R2 = 10, por lo que el primer biestable se pone su proximo valor Q1 = 0
y el segundo biestable Q2 = 1. Este proceso debe repetirse para todos los
biestables.
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Tabla de estados/salidas (figura 6.38). A cada uno de los valores de q1q2 le
asignamos un nombre. Por ejemplo a q1q2 = 00, A; q1q2 = 01, B, q1q2 = 10, C
y q1q2 = 11, D. Al aplicar esta asignación de nombres a la tabla de transición
y de estados, se obtiene la tabla de estados/salidas.

Diagrama de estados (figura 6.39). Este punto es opcional. Simplemente se
translada la tabla de estados a una representación gráfica.
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6.4. Sı́ntesis de circuitos secuenciales sı́ncronos

6.4.1. Proceso de sı́ntesis

El proceso de sı́ntesis o diseño de un circuito secuencial sı́ncrono conlleva
un recorrido inverso al de análisis. Esto es, a partir de la especificación formal
del funcionamiento de la máquina secuencial, obtendremos, en primer lugar,
el diagrama de estados o tabla de estados que modele su funcionamiento y,
a partir de aquı́, para obtener el circuito secuencial, se realizarán los pasos
correspondientes hasta obtener las ecuaciones de excitación y salida. Estos
pasos a seguir quedan resumidos en el siguiente esquema.
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Tabla de Estados/Salida

Tabla de Transición/Salida

Tabla de Excitación/Salida
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Circuito
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Figura 6.40.

El paso más difı́cil y sobre el que no hay metodologı́a a aplicar es el pri-
mero, obtener un diagrama de estados que modele el funcionamiento de la
máquina secuencial. Una vez obtenido éste, los siguientes pasos son más o
menos “mecánicos”. No obstante, en el proceso de diseño, es deseable que el
circuito resultante tenga un coste reducido. Esto implica que tendremos que
aplicar algunos métodos de simplificación que permitan obtener un circui-
to óptimo. Ası́, cuando se tenga la tabla de estados (paso 2), aplicaremos un
método de simplificación que busque la minimizacı́on del número de esta-



308 6.4. Sı́ntesis de circuitos secuenciales sı́ncronos

dos y por consiguiente la reducción del número de biestables que emplee la
máquina secuencial y, además, se dictarán las reglas necesarias para obtener
una buena asignación de la tabla de estados, con el objeto de que la tabla de
transición y tabla de excitación resultantes provoquen que las ecuaciones de
excitación contengan el menor número de literales posibles (paso 3). En pri-
mer lugar se realizarán un par de ejemplos, en los que el objetivo principal es
iniciar al lector a la obtención de los diagramas de flujo. Más adelante se estu-
diarán las técnicas de simplificación necesarias para la obtención del circuito
secuencial óptimo.

Ejemplo 1. Se pide diseñar un circuito secuencial sı́ncrono que genere periódi-
camente la secuencia 0, 1, 1, 1.

Este circuito no dispone de ninguna entrada de datos (salvo el reloj que es
necesario en todos los CSS), por lo que se trata de un autómata de Moore. En
segundo lugar, cada bit de la salida tiene la duración de un ciclo de reloj, esto
es, en el primer ciclo de reloj, la salida Z = 0, en el siguiente, Z = 1, en el
siguiente, Z = 1, en el siguiente, Z = 1, en el siguiente, Z = 0 (volviendo a
empezar la secuencia), y ası́ se repite la secuencia sucesivamente.

A continuación se desarrolla, paso a paso, el proceso de sı́ntesis de este
CSS.

(a) Diagrama de estados. Es fácil comprender que este CSS necesita de, al
menos, cuatro estados distintos que se recorren de forma consecutiva,
tal como se muestra en la figura 6.41. Cada estado permanece “activo”
en un ciclo de reloj. Ası́ en el primer ciclo de reloj, el estado activo es
A, donde la salida generada es 0, en el siguiente ciclo de reloj, el estado
activo es el B, cuya salida es 1; en el siguiente ciclo de reloj pasamos al
estado C, cuya salida es, nuevamente, 1; en el siguiente ciclo de reloj se
alcanza el estado D, que pone la salida Z a 1; en el siguiente ciclo de
reloj pasamos de nuevo al estado A, cuya salida es Z = 0, etc. Podemos
comprobar que el diagrama de estados modela de forma adecuada este
generador de secuencia.

(b) Tabla de estados/salida. Se obtiene directamente a partir del diagrama
anterior. La tabla de estados/salida está representada en la figura 6.42.

(c) Tabla de transición. A partir del diagrama de estados/salida, mediante
una asignación cualquiera, obtenemos la tabla de transición, figura 6.43.
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Esta asignación debe contemplar el hecho de que al ser un una máquina
de 4 estados, necesitamos dos biestables, q1, q2. Pues bien, el estado A
será aquel en que q1, q2 valgan 00 respectivamente; el estado B, 01; el
estado C, 10; y el estado D, 11.
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(d) Tabla de excitación/salida. Para realizar este paso hay que elegir el tipo
de biestable que se va a utilizar en el circuito. Supongamos que utili-
zamos biestables JK. La figura 6.44 muestra la tabla de transición del
biestable JK:

La tabla de excitación se obtiene como se indica a continuación. Para la
primera fila de la tabla de transición q1, q2 = 00, los próximos valores
Q1, Q2 son 01 respectivamente. La transición efectuada por las salidas
del primer biestable es 0! 0, por lo que sus entradas deben ser J1,K1 =
0x, mientras que la del segundo es 0! 1 , por lo que sus entradas deben
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Figura 6.44.

ser J2,K2 = 1x. Repitiendo este proceso para el resto de la tabla, se
obtendrá la tabla de excitación, figura 6.45.
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Figura 6.45.

(e) Ecuaciones de excitación/salida. A partir de la tabla de excita-
ción/salida anterior, se obtienen las siguientes expresiones:

Z = q1 + q2

J1 = q2

K1 = q2

J2 = 1
K2 = 1

(f) Circuito. Por último, se representa el circuito resultante, figura 6.46.

Ejemplo 2. Se desea diseñar un circuito secuencial sı́ncrono que sea capaz de
detectar la secuencia de entrada 1, 1, 1.

El circuito que se ha de diseñar tiene una entrada, X , por donde se intro-
ducen una secuencia de bits y una salida, Z, que se activa cuando del conjunto
de bits de entrada se ha detectado la secuencia 1, 1, 1.
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Figura 6.46.

Para resolver este problema (y similares) debemos hacer las siguientes con-
sideraciones. La primera de ellas hace referencia a la duración de los bits de
entrada y es de carácter general para todo este tipo de problemas. Estos bits
deben tener la misma duración uno que otro, es decir, si el primer bit de en-
trada por X tiene una duración de t segundos, el siguiente y sucesivos deben
tener también la misma duración. Además la duracı́on t debe estar en concor-
dancia con la capacidad o rapidez que tenga el circuito secuencial en procesar
los bits de entrada. Como esta rapidez viene determinada por la frecuencia o
periodo de la señal de reloj, la duración de los bits de entrada debe ser igual a
este periodo. La segunda consideración es de carácter particular para los CSS
que se diseñan para detectar secuencias de entradas, y consiste en si estos per-
miten solapamiento de secuencia o no. En la siguiente figura se ha ilustrado
la situación de solapamiento. Se ha representado en el tiempo la evolución de
una posible secuencia de entradas y, debajo, se ha representado la salida del
circuito detector para el caso en que exista solapamiento (a) y para el caso en
que no existe solapamiento (b):

Tiempo!
X: 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0. . .

(a) Z: 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0. . .

(b) Z: 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0. . .

Se puede observar para el caso (a) y (b) que si se han recibido tres 1 conse-
cutivos por la entrada X , la salida Z se pone a 1. Para el caso (a), en la ráfaga
de 6 unos consecutivos se aprecia que la salida Z se mantiene a 1 desde el ter-
cer 1 detectado hasta el final de la ráfaga. Esto es debido al solapamiento, en
cuyo caso la salida se activa siempre que los tres últimos bits recibidos por el
circuito han sido 1s. Para el caso (b), no existe solapamiento, puesto que una
vez detectado la secuencia de tres unos, la máquina secuencial se inicializa
para buscar una nueva secuencia de tres unos, al final de los cuales activa su
salida Z.
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El caso más habitual es el de considerar que existe solapamiento, por tanto
resolveremos el problema incorporando este requisito.

Aquı́ se plantean dos alternativas importantes de diseño, realizar el circui-
to como un autómata de Moore o como uno de Mealy. En este primer ejemplo,
resolveremos el circuito de ambas formas destacando las diferencias y venta-
jas de cada esquema.

(a) Como autómata de Moore. El primer paso es obtener el diagrama de
estados que modele el funcionamiento del detector de secuencia. En pri-
mer lugar buscaremos la “columna vertebral” del diagrama de estados,
planteándo cuántos estados son necesarios y la funcionalidad de cada
uno para, después, completar con las distintas combinaciones de entra-
das.

Estado A: estado inicial donde se espera la recepción del primer 1
por la entrada X . Este estado “memoriza” que no se ha recibido
ningún 1 y en él se genera la salida Z = 0.
Estado B: estado que “memoriza” que se ha recibido un 1 y genera
Z = 0.
Estado C: Estado que “memoriza” que ya se han recibido dos 1s
consecutivos por la entrada X y en el que se genera salida Z = 0.
Estado D: estado que “memoriza” que los tres últimos bits recibi-
dos son 1s. La salida generada en este estado es Z = 1.

La “columna vertebral” de este diagrama de estados se representa en la
figura 6.47.
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Figura 6.47.

Ahora se deben completar las transiciones que faltan. Por ejemplo, si en
el estado A, se recibe un 0 por la entrada X , es lógico que el próximo
estado sea el propio A. Si en el estado B, se recibe un 0, pasamos al
estado A, lo mismo que si se recibe un 0 en el C o en D. El diagrama
definitivo se muestra en la figura 6.48.
A partir del diagrama de estados, se obtiene la tabla de estados/salida,
figura 6.49.
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Si realizamos la siguiente asignación de estados para q1, q2: A ! 00,
B ! 01, C ! 10 y D ! 11, obtenemos la tabla de transición de la
figura 6.50.

A B C D

0 1 1 1

1 1 1
1

A B C D

0 1 1 1

1 1 1
1

0

0

0

0

A B

A C

x

S

NS              
      

z

0 1

A

B

0

0

A D

A D

C

D

0

1

00 01

00 10

x

q
1
q

2

Q
1
Q

2                           
z

0 1

00

01

0

0

00 11

00 11

11

10

0

1

Figura 6.50.

Si para la realización escogemos biestables JK, la tabla de excita-
ción/salida resultante es la mostrada en la figura 6.51.
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Figura 6.51.

Y de la tabla de excitación/salida, obtenemos las ecuaciones de excita-
ción y de salida:

Z = q1 q2

J1 = X q2

K1 = X

J2 = X

K2 = X + q1

(b) Como autómata de Mealy. Si analizaramos la respuesta de este circui-
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to detector de secuencia diseñado como autómata de Moore (a partir del
diagrama de estados), observarı́amos que la salida Z = 1 se activa un
ciclo de reloj posterior a la recepción del tercer 1 de la secuencia. En la
siguiente figura se ha representado, para una cierta secuencia de entra-
das, la evolución de estados de la máquina y la salida correspondiente a
cada estado:

Tiempo(T )!
T : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 . . .
X : 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 . . .
S : A A A B C D A A B C D D . . .
Z : 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 . . .

Supongamos que inicialmente está activo el estado A, tiempo T = 1.
La entrada en ese ciclo de reloj es 0, por tanto el próximo estado es A
y salida 0, según el diagrama de estados. En T = 2, tenemos estado A,
entrada X = 0, por tanto, salida Z = 0, y próximo estado A. En T = 3,
tenemos estado A, y X = 1, por lo que el próximo estado es B. En T = 4,
tenemos estado B, y entrada X = 1, por lo que el próximo estado es C.
En T = 5 se recibe el tercer 1 de la secuencia a detectar, pero el estado en
este ciclo de reloj es C cuya salida asociada es 0. No obstante, el próximo
estado es el D. En T = 6, el estado actual ya es D cuya salida es Z = 1, y
dado que se recibe un 0 por la entrada X , el próximo estado es A.
Como se aprecia en la figura anterior, la salida Z se activa a partir del
siguiente ciclo de reloj en el que se detectó el último bit de la secuencia
1, 1, 1. Si el diseño del circuito se hubiera basado en una máquina de
Mealy, la detección (activación de la salida Z) se hubiese realizado en el
mismo ciclo de reloj en el que se recibe el tercer 1 consecutivo. En efecto,
en un circuito de Mealy, la salida depende del estado y de la entrada,
por tanto, si en el estado C (diagrama Moore anterior), al que se llega
cuando se han recibido dos unos consecutivos, la entrada X es un 1,
inmediatamente el circuito reconoce la secuencia a detectar y activa su
salida Z = 1. Si en este estado C, la entrada hubiese sido X = 0, la salida
serı́a 0 sin mayor problema. En cambio en un esquema Moore en donde
la salida sólo depende del estado, es necesario asegurarse de que se han
recibido los tres unos antes de activar la salida, por eso es obligatorio
un cuarto estado, el D. Un CSS basado en una estructura de tipo Mealy
emplea un menor número de estados que una estructura de tipo Moore
que resuelva el mismo problema.
Para el ejemplo que nos ocupa, sólo se necesitan tres estados. La función
de cada estado es:



316 6.4. Sı́ntesis de circuitos secuenciales sı́ncronos

Estado A: Estado inicial que “memoriza” que no se han recibido
ningún 1.

Estado B: Estado al que se llega cuando se recibió un 1 en el ciclo
de reloj anterior. Por tanto memoriza que se ha recibido un 1.

Estado C: Estado que “memoriza” que se han recibido dos o más
1s consecutivos.

La “columna vertebral” del diagrama de estados de la máquina se ha
representado en la figura 6.52.
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Figura 6.52.

Finalmente se completa el diagrama de estados con las transiciones que
faltan, figura 6.53
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Figura 6.53.

A partir de aquı́ se obtiene la tabla de estados/salida, mostrada en la
figura 6.54.
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Figura 6.54.
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Mediante la asignacion A ! 00, B ! 01 y C ! 10, obtenemos la tabla
de transición/salida, figura 6.55.
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Figura 6.55.

Si utilizamos biestables de tipo D, el contenido de la tabla de excita-
ción/salida serı́a igual que el de la tabla de transición (ya que en este
tipo de biestables se verifica que D = Q), figura 6.56.
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Y las ecuaciones de excitación y salida resultantes son:

Z = X q1 q2

D1 = X q1 + X q2

D2 = X q1 q2
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6.4.2. Minimización de tablas de estado

En este apartado estudiaremos una técnica que va a permitir simplificar
eliminar aquellos estados innecesarios o redundantes de la tabla de estados.
Reduciendo el número de estados, equivale a disminuir el número de bies-
tables que necesita la máquina secuencial y, por tanto, reducir el coste de la
misma.

Estados idénticos. Se dicen que dos estados (p, q) son idénticos si cumplen
las siguientes condiciones:

(a) Los próximos estados de p para cualquier entrada son los mismos
que los próximos estados de q para las mismas entradas. Esto se
puede expresar como NS(p, xi) = NS(q, xi) 8xi

(b) Las salidas de p y q para todas las entradas son idénticas: Z(p, xi) =
Z(q, xi) 8xi

Es razonable pensar que si en una tabla de estados encontramos algunos
estados que tienen idénticas salidas y se comportan de forma exacta (coinci-
den sus próximos estados), los estados repetidos o redundantes pueden ser
eliminados sin que se afecte al funcionamiento de la máquina secuencial.
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Ejemplo 1. Consideremos la tabla de estados/salida mostrada en la figu-
ra 6.57.
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Figura 6.57.

Analizando dicha tabla se deduce que los estados B y D son idénticos, ya
que tienen las mismas salidas y próximos estados para toda entrada x. Por
tanto, uno de los estados puede ser eliminado, por ejemplo, el D. Hay que
tener especial cuidado al obtener la nueva tabla reducida, ya que al desapa-
recer el estado D, las referencias que existieran a este estado eliminado deben
cambiarse hacia el estado equivalente, el B. La tabla reducida queda tal como
aparece en la figura 6.58.
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Figura 6.58.
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Nuevamente, en la tabla anterior, existen estados idénticos, en este caso
A y E. Uno de ellos puede ser eliminado, por ejemplo, el estado E. La tabla
resultante se muestra en la figura 6.59.
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Figura 6.59.

En esta nueva tabla, ya no existen más estados idénticos.

Hemos comprobado en el ejemplo anterior que la búsqueda y eliminación
de los estados equivalentes ha reducido una tabla de estados de cinco esta-
dos, y por tanto implementada fı́sicamente por tres biestables, a una tabla de
estados equivalente reducida con sólo tres estados, y por consiguiente, imple-
mentada con dos biestables.

No obstante, este método de reducción no es siempre eficaz, puesto que no
nos asegura que la tabla reducida sea mı́nima. Pueden encontrarse el caso de
tablas de estados que no tengan estados idénticos y que no sean tablas mı́ni-
mas. Para asegurar la obtención de la tabla mı́nima se desarrollará el método
de “eliminación de estados redundantes por pares equivalentes”.

Par equivalente. Se dicen que dos estados p y q forman un par equivalente si
cumplen las siguientes condiciones:

(a) Los próximos estados de p y q para cada entrada forman un par
equivalente. Esto es, NS(p, xi) y NS(q, xi) son equivalentes 8xi

(b) Las salidas de p y q para todas las entradas, son idénticas: Z(p, xi) =
Z(q, xi) 8xi

La definición de un par equivalente no es en sı́ una definición, puesto que
para definir al par equivalente, una de las condiciones es que los proximos
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estados sean tambien equivalentes. Esta definición recursiva no nos proporcio-
na un método que nos permita determinar si un par dado es equivalente, sin
embargo, sı́ podemos “darle la vuelta” para decir si un par no es equivalente,
o lo que es lo mismo, si es incompatible.

Par incompatible. Se dicen que dos estados p, q forman un par incompatible
si se cumplen al menos una de los dos condiciones siguientes:

(a) Los próximos estados de p y q para alguna entrada forman un par
incompatible. Esto es, NS(p, xi) y NS(q, xi) son incompatibles para
alguna entrada xi NS(p,xi)

(b) Existe alguna entrada para la cual las salidas de p y q son diferentes:
Z(p, xi) 6= Z(q, xi) para alguna xi

La parte más útil de la definición de par incompatible viene dada por la
segunda condición, que nos permite determinar directamente un conjunto ini-
cial de pares que no pueden ser equivalentes. A partir de ahı́ se pueden de-
ducir todas las equivalencias posibles entre estados, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. En la tabla de estados de la figura 6.60, podemos ver que cualquier
pareja de estados que incluya al estado F forma un par incompatible, puesto
que este estado tiene salida Z = 1 para X = 0, mientras que los restantes
estados tienen salida Z = 0, para dicha entrada: (A,F ) es incompatible, (B,F )
es incompatible, (C,F ) es incompatible, y ası́ sucesivamente.

Ahora se plantea la cuestión de si la pareja (C,D) forman un par equiva-
lente. Para ello, hay que determinar si cumplen las condiciones dadas en la
definición. La condición (b) es satisfecha por esta pareja, puesto que las sali-
das de C y D para toda entrada X son 0. La condición (a) es más difı́cil de
demostrar. En primer lugar debemos determinar las parejas de próximos es-
tados de C y D para todas las entradas. Para X = 0, C tiene como próximo
estado G, y D tiene a H , mientras que si X = 1, C tiene como próximo estado
a E, mientras que D tiene a F . Por tanto las parejas de próximos estados son
(G, H) para X = 0 y (E,F ) para X = 1.

Entonces (C,D) formarán un par equivalente si (G, H) y (E,F ) son equi-
valentes. Para saber si (G, H) y (E,F ) son equivalentes habrı́a que repetir el
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Figura 6.60.

mismo proceso que con (C,D), es decir, determinar si estos estados tienen
las mismas salidas y, si es ası́, comprobar si los próximos estados de (G, H) y
(E,F ) son equivalentes. Se puede comprobar que una de las parejas de próxi-
mos estados de (C,D) es el par (E,F ), que es incompatible según se vió ante-
riormente. Por tanto, la pareja (C,D) también es incompatible.

Como puede intuirse, el proceso que determina si un par es equivalente
o incompatible no es complejo, pero sı́ tedioso, debido al número elevado de
iteraciones que se ha de realizar. Si a esto le añadimos que además hay que de-
terminar la equivalencia de todas las parejas posibles de estados, el proceso se
hace muy poco agradable. No obstante, a continuación se describe un método
que simplifica la obtención de los pares equivalentes.
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6.4.2.1. Método de eliminación de estados redundantes por pares equiva-
lentes

6.4.2.1.1. Fundamentos

El método de búsqueda de los pares equivalentes pretende determinar
cúales son las parejas de estados equivalentes entre sı́. Las parejas de esta-
dos que son equivalentes entre sı́ tienen un compartamiento similar por lo
que pueden simplificarse o fusionarse en un único estado.

El concepto de par equivalentes es más global que el del par idéntico, de
hecho se puede demostrar que si un par es idéntico, también cumple que es
equivalente, pero si un par es equivalente, no tiene por qué ser idéntico. En la
figura 6.61 se muestra el diagrama de estados de una máquina que tiene dos
estados p y q que son idénticos.
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Figura 6.61.

Es razonable pensar que no se necesitan dos estados distintos que se com-
porten de la misma forma, por tanto se puede reducir hasta tener una única
estado, el estado pq. En la figura 6.62 se han representado dos estados, que no
son idénticos, pero que se comportan de forma idéntica.

Las salidas de p y q son iguales para todo posible valor de entrada (a la que
designamos, en adelante, como X). El próximo estado de p y q para X = 1 es
r, pero los próximos estados de p y q para X = 0 son ellos mismos. Ahora se
plantea la siguiente cuestión, ¿es necesario que la máquina secuencial tenga
dos estados distintos, que generan las mismas salidas, tengan el mismo próxi-
mo estado para X = 1, y para X = 0 tengan el mismo comportamiento, esto
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es, se quedan en ellos mismos?. La respuesta es que no. En efecto, con un es-
tado equivalente a p y q hubiera bastado. Este estado equivalente genera las
mismas salidas que p y q, tienen a r como próximo estado para X = 1 y a
sı́ mismo para X = 0. No hace falta tener dos estados distintos para ello. Por
tanto p y q se pueden aunar en un mismo estado. Evidentemente los estados
p y q no son idénticos, pero intuitivamente es claro que son equivalentes entre
sı́. El diagrama de estados simplificado se muestra en la figura 6.63.
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Figura 6.63.

A continuación se verán algunos ejemplos que nos ayuden a comprender
la filosofı́a de reducción por el método de los pares equivalentes y partiendo
de la premisa de que todo estado es compatible consigo mismo.

Ejemplo 1. En la figura 6.64 se muestra parte del diagrama de estados de una
máquina secuencial. Se desea seber si la pareja (p, q) forman un par equiva-
lente.
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Figura 6.64.

Para este ejemplo, las salidas de p y q son idénticas para toda combina-
ción de entradas. Por otro lado, NS(p, 1) = r y NS(q, 1) = s y NS(p, 0) = p y
NS(q, 0) = q. Por tanto, p y q forman un par equivalente si las parejas (p, q)
para X = 0 y (s, r) para X = 1, son equivalentes entre sı́. Es de destacar el
hecho de que para demostrar que (p, q) son equivalentes hay de nuevo que
averiguar si (p, q) son equivalentes. Esta situación se resuelve de forma fácil,
de hecho no hay nada que nos indique que p y q no puedan ser equivalentes,
por tanto, siempre supondremos, hasta que se demuestre lo contrario, que una
pareja de estados es equivalente. Sólo nos queda, pues, comprobar si r y s son
estados equivalentes. Supongamos que sı́. En este caso, estos estados pueden
simplificarse a un único estado, como se muestra en la figura 6.65.

Y esta nueva situación no es diferente a la mostrada anteriormente: los es-
tados p y q son equivalentes y se pueden aunar a un mismo estado, figura 6.66.

En el caso en que r y s no fueran equivalentes, p y q tampoco lo serı́an,
no pudiendo estos simplificarse en un estado, situación mostrada en la figu-
ra 6.67, ya que si se unen para formar un único estado, para X = 1, es im-
posible distinguir cuándo hay que dirigirse al estado r y cuándo al estado s.
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Ejemplo 2. La figura 6.68 muestra una parte del diagrama de estados de una
máquina secuencial. Se desea saber si los estados p y q son equivalentes.
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pq

tu

1/0

0/1

Figura 6.68.

Las salidas de p y q son las mismas para cualquier entrada. Por otro lado,
los próximos estados de p y q son: para X = 0, (t, u); y para X = 1, (r, s).
La pareja (p, q) será equivalente si lo son las parejas (t, u) y (r, s). Si éstas son
equivalentes, la pareja (t, u) forma un estado reducido, al igual que la pareja
(r, s), figura 6.69.

De aquı́ se ve que p y q forma un par equivalente (en este caso son idénti-
cos) y por tanto se pueden simplificar en un mismo estado, como se muestra
en la figura 6.70.

Si (t, u) ó (r, s) fueran incompatibles, (p, q) no podrı́an simplificarse a un
único estado.
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6.4.2.1.2. Tabla de implicación

Para encontrar todos los pares equivalentes se construye la tabla de impli-
cación a partir de la tabla de estados. Se trata de una tabla en forma de escalera
en la que cada estado se puede relacionar con todos los demás. En la siguiente
figura se muestra, a modo de ejemplo, una tabla de implicación construida a
partir de una tabla de estados que poseı́a cinco estados. En la tabla de implica-
ción se relacionan todas las parejas que se puedan formar usando estos cinco
estados: (A,B); (A,C); (B,E); . . . En total, son 10 parejas que dispondrán, ca-
da una, de una casilla en la tabla. En la figura 6.71 se ha marcado la casilla que
relaciona la pareja (A,D).

D-E

A-B

A

C

B

D

E

A

C

B

D

E

x = 0

x = 1

A

C

B

D

E

Figura 6.71.

Cada casilla de la tabla de implicación incluirá un aspa, ⇥, si la pareja de
estados asociada a dicha casilla es incompatible. En caso contrario, la casi-
lla contendrá la información de los próximos estados de la pareja asociada a
dicha casilla para toda condición de entrada. Siguiendo el ejemplo anterior,
supongamos que los estados (A,D) son incompatibles (porque las salidas son
distintas): en tal caso, la casilla correspondiente aparecerá marcada con un as-
pa, figura 6.72.

Supongamos que las salidas de los estados (A,D) son idénticas (todavı́a no
sabemos si son compatibles o no), y supongamos que los próximos estados de
A y D para X = 0 son D y E, respectivamente, mientras que para X = 1 son A
y B. En tal caso, la casilla (A,D) se rellena según se muestra en la figura 6.73.

Una vez que la tabla está rellena, y partiendo de las parejas cuya casilla
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contiene un aspa (son incompatibles), se van determinando qué otras parejas
son incompatibles. El método se ilustra con el siguiente ejemplo.

Ejemplo. En la figura 6.74 se muestra la tabla de implicación asociada a una
tabla de 8 estados.
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Figura 6.74.

Se puede observar en la tabla de implicación que existen en algunas casillas
el sı́mbolo—. Por ejemplo, la casilla asociada a la pareja (A,G), tiene como
próximos estados para X = 0, la pareja (B,D) y para X = 1, la pareja (C,C).
Como un estado es compatible consigo mismo, sólo nos bastarı́a determinar
si (B,D) son equivalentes, para averiguar si (A,G) lo son.

Usando la tabla de implicación iremos desechando aquellas parejas de es-
tados que son incompatibles. Por ejemplo la pareja (A,D), tiene como próxi-
mos estados, las parejas (B,H) y (C,F ), como (C,F ) es incompatible, (A,D)
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tambı́en lo es. Marcamos con un aspa esta casilla. Procediendo con las restan-
tes casillas, llegamos a la situación mostrada en la figura 6.75.
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Figura 6.75.

Aquı́ han aparecido nuevos estados incompatibles. Realizaremos un nuevo
recorrido por todas las casillas para buscar más estados incompatibles. De
hecho se realizarán tantos recorridos por la tabla de implicación hasta que
no aparezca ningún nuevo estado incompatible. Para el caso del ejemplo, el
resultado final es el representado en la figura 6.76.

A partir de esta tabla, se obtendrá la lista de todos los estados que son
equivalentes entre sı́.

6.4.2.1.3. Obtención de los pares equivalentes

El método de obtención de pares equivalentes se ilustra siguiendo el ejem-
plo anterior.
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Figura 6.76.

Ejemplo. La lista de pares equivalentes se construye utilizando una tabla de
dos columnas en la que, primero, situamos todos los estados en la parte iz-
quierda, comenzando por el último estado de la tabla de implicación, que se
sitúa en la parte superior, y terminando por el primer estado de la tabla de
implicación en la parte inferior.

H
G
F
E
D
C
B
A

De arriba hacia abajo, cada estado de la parte izquierda se compara con la
lista de estados de la parte derecha. Para el primero de ellos, el estado H , no
hay lista con la que comparar, por lo que se añade, sin más ,al lado derecho.
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H (H)
G
F
E
D
C
B
A

Una vez que un estado se compara con el de la lista a su derecha, la nueva
lista generada es heredada por siguiente estado a comparar. Para el ejemplo
anterior, el estado H lo pasamos a la fila del G.

H (H)
G (H)
F
E
D
C
B
A

A continuación se compara G con el estado H mediante la tabla de implica-
ción. Si G y H son equivalentes, estos se unen en un único estado (GH), pero
si son incompatibles, se forman dos estados independientes (G)(H), como en
realidad ocurre. Esta lista de dos estados es heredada por el estado F .

H (H)
G (H) (G)
F (H) (G)
E
D
C
B
A

El estado F es incompatible con los estados H y G, por lo que se forma el
conjunto (H)(G)(F ) que, nuevamente, se pasa al estado E.
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H (H)
G (H) (G)
F (H) (G) (F)
E (H) (G) (F)
D
C
B
A

El proceso se repite de forma similar hasta el estado C, debido al carácter
incompatible de los estados H , G, F , E, D.

H (H)
G (H) (G)
F (H) (G) (F)
E (H) (G) (F) (E)
D (H) (G) (F) (E) (D)
C (H) (G) (F) (E) (D)
B
A

La comparación entre la lista de estados y el estado C, muestra que este es
equivalente al estado E, dando lugar al estado unificado (CE).

H (H)
G (H) (G)
F (H) (G) (F)
E (H) (G) (F) (E)
D (H) (G) (F) (E) (D)
C (H) (G) (F) (E) (D)
B (H) (G) (F) (CE) (D)
A

De la comparación de la lista con el estado B, surge un nuevo par equiva-
lente (BG).
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H (H)
G (H) (G)
F (H) (G) (F)
E (H) (G) (F) (E)
D (H) (G) (F) (E) (D)
C (H) (G) (F) (E) (D)
B (H) (G) (F) (CE) (D)
A (H) (BG) (F) (CE) (D)

Por último, el estado A es equivalente a los estados C y E, que, como a
su vez, son equivalentes entre sı́, formando el par (CE), dan lugar al estado
(ACE).

H (H)
G (H) (G)
F (H) (G) (F)
E (H) (G) (F) (E)
D (H) (G) (F) (E) (D)
C (H) (G) (F) (E) (D)
B (H) (G) (F) (CE) (D)
A (H) (BG) (F) (CE) (D)

(H) (BG) (F) (ACE) (D)

La lista de estados simplificada es (H) (BG) (F ) (ACE) (D).

De la lista de estados resultantes deducimos que se ha conseguido reducir
a cinco estados una tabla de ocho estados. La tabla reducida se obtiene a partir
de la original sabiendo que los estados G y B son el mismo y los estados A,
C y E también son el mismo. Llamaremos h al estado de la tabla reducida
que procede de H , b al estado de la tabla reducida que procede de la unión de
(B,G), a al estado que procede de la unión (A,C,E), f del F y d del D. La
tabla reducida se muestra en la figura 6.77.

6.4.3. Asignación de estados

Como ya sabemos, la asignación de estados consiste en asociar a un estado
S una combinación binaria qn�1, qn�2, . . . , q0, donde n es el número de biesta-
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Figura 6.77.

bles del CSS, es decir, esa combinación será la que presenten las salidas de los
biestables cuando el CSS se encuentre en el estado S.

La asignación que se escoja repercutirá en la complejidad de la parte com-
binacional del diseño resultante: por ello es deseable disponer de métodos que
nos ayuden a encontrar buenas soluciones.

6.4.3.1. Método exhaustivo

Se basa en el barrido sistemático de todas las posibilidades; por ello, con
este método podemos encontrar la solución más óptima.

Las etapas correspondientes del procedimiento de diseño del CSS deberán
ser repetidas tantas veces como asignaciones posibles existan.

El problema que presenta este procedimiento es que es muy costoso por-
que el número de asignaciones posibles es muy elevado incluso para CSSs con
pocos estados, tal como revela la tabla 6.1.
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Tabla 6.1:
m r N
2 1 1
3 2 3
4 2 3
5 3 140
6 3 420
7 3 840
8 3 840
9 4 10810800

10 4 75675600
11 4 454053600
m = número de estados
r = número mı́nimo de biestables
N = número de asignaciones especı́ficas

Para circuitos de sólo 2 estados, no existe ninguna elección posible, y por
ello, no aparece el problema de la asignación. Para 3 y 4 estados, lo más senci-
llo es intentar las tres asignaciones posibles y ver cuál produce el circuito más
económico. Para más de 4 estados, este método resulta demasiado costoso o
incluso impracticable. En estos casos es preferible usar la técnica basada en
las reglas de adyacencia, aunque, como veremos, no siempre proporcionan la
mejor solución.

En un principio puede resultar extraño que para dos estados, A y B, exista
una única asignación posible, cuando claramente podemos encontrar dos:

(A,B) = (0, 1)

(A,B) = (1, 0)

Sin embargo, hay que tener en cuenta que el resto de las asignaciones se
pueden obtener a partir de las asignaciones que hemos calificado de “especı́fi-
cas” en la tabla anterior, bien complementando algunas variables, bien cam-
biando el orden de las mismas. Lo importante es que ninguno de esos cambios
afecta a la forma de cualquier función booleana, y por ello, carecen de relevan-
cia en lo que se refiere a coste.

En el caso de dos estados, por ejemplo, claramente una de las asignaciones
es el complemento de la otra, por lo que, desde el punto de vista del coste, son
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Tabla 6.2:
Estado Asignación 1 Asignación 2 Asignación 3

A 00 00 01
B 01 11 11
C 11 01 00

Tabla 6.3:
Estado Asignación 1 Asignación 2 Asignación 3

A 00 00 01
B 01 11 11
C 11 01 00
D 10 10 10

idénticas. En el caso de 3 ó 4 estados, las asignaciones especı́ficas pueden ser
las que se muestran en las tablas 6.2 y 6.3, respectivamente.

El resto de asignaciones posibles se obtendrı́a complementando una o am-
bas variables de estado y/o cambiando el orden de las mismas.

Por ejemplo, veamos cómo una cierta asignación de tres estados, esco-
gida al azar, puede transformarse en alguna de las que aparecen en la ta-
bla 6.2. Consideremos la asignación (A,B,C) = (10, 01, 00), que no aparece
en la tabla. Si complementamos la primera variable, obtenemos la asignación
(A,B,C) = (00, 11, 10); si además ahora cambiamos de orden las variables,
obtendremos la segunda asignación de dicha tabla, (A,B, C) = (00, 11, 01).

Ejemplo. Para ilustrar el método exhaustivo, partimos de la tabla de estados
de la figura 6.78.

Se trata simplemente de repetir los pasos de diseño para las tres asignacio-
nes especı́ficas diferentes que aparecen en la tabla 6.3. No tiene sentido probar
más asignaciones, ya que como hemos indicado, el resto de asignaciones se
pueden reducir a tan sólo éstas tres.

No detallaremos aquı́ todos los pasos que hay que seguir, sino que direc-
tamente diremos cuáles son las ecuaciones de excitación y salida, y compara-
remos los resultados en lo que se refiere a coste.
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C,1 D,0

A,1 D,1

X

S

NS,Z

0 1

A

B

D,0 C,1

B,0 A,0

C

D

Figura 6.78.

Asignación 1:

D1 = q̄1q̄0 + q1q0 + Xq0

D0 = X̄q̄0 + Xq1q0

Z = Xq0 + X̄q̄1

que se pueden implementar con 2 puertas de 3 entradas y 7 puertas de
2 entradas (compartiendo lo términos comunes).
Total: 9 puertas / 20 entradas.

Asignación 2:

D1 = X̄q̄1q0 + X̄q1q̄0 + Xq̄1q̄0 + Xq1q0

D0 = X̄q̄0 + Xq̄1q0

Z = Xq0 + q1q0 + X̄q̄1q̄0

que se pueden implementar con 1 puerta de 4 entradas, 7 puertas de 3
entradas y 4 puertas de 2 entradas.
Total: 12 puertas / 33 entradas.

Asignación 3:

D1 = X̄q0 + Xq̄0

D0 = q̄1 + Xq̄0

Z = X̄q̄0 + q1q̄0 + Xq̄1q0

que se pueden implementar con 2 puertas de 3 entradas y 6 puertas de
2 entradas.
Total: 8 puertas / 18 entradas.
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A tenor de los resultados obtenidos, seleccionarı́amos la asignación 3 ya
que es la que implica un menor coste.

¿Cómo se obtiene el número de asignaciones especı́ficas? Da-
do el número de estados, m, de un CSS, determinamos el mı́ni-
mo número de biestables, r, necesarios para diseñarlo (me-
diante la relación 2r�1 < m  2r, ya conocida). A cada uno
de los m estados tenemos que asignarles una combinación bi-
naria, distinta cada vez, de las 2r posibles. Esta asignación se
corresponde con el modelo matemático de las variaciones sin
repetición de 2r elementos tomados de m en m, luego habrá:

2r!
(2r �m)!

maneras de realizarla. Como ya se ha comentado, muchas de
las asignaciones coinciden en coste, concretamente aquellas
que resultan de complementar algunas variables (en total 2r

posibilidades) y/o de alterar del orden de las mismas (en to-
tal r! posibilidades), por lo cual el número de asignaciones es-
pecı́ficas, N , será:

N =
1
r!

1
2r

2r!
(2r �m)!

=
(2r � 1)!

r!(2r �m)!

6.4.3.2. Método de las adyacencias

Es especialmente útil si el diseño se implementa con biestables tipo D, aun-
que también da buenos resultados con biestables JK.

El método de las adyacencias se usa cuando tenemos CSSs de más de 4
estados, en otro caso es preferible el método exhaustivo. Antes de enunciar
las reglas a seguir y explicar de qué forma se aplican, definimos el concepto
de estados adyacentes, que aparece frecuentemente en ellas.

Estados adyacentes. Aquellos estados cuyos códigos binarios se diferencian
en el valor de un sólo bit se dice que son adyacentes.
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Por ejemplo: en un CSS construido con tres biestables, los estados repre-
sentados con los códigos 010 y 110 son adyacentes porque sólo difieren en el
valor de un bit, en este caso, el primero.

Las reglas de adyacencia, en orden de prioridad, son las siguientes:

Regla 1a. Deben ser adyacentes aquellos estados cuyos próximos estados
coincidan para todas las combinaciones de entrada. En el ejemplo de
la figura 6.79, los estados (P,Q) deben ser adyacentes según esta regla.

A B

xy

S
00 01

...

P C D

11 10

A B

...

Q C D

NS

...

A B

xy

S
00 01

...

P C D

11 10

A B

M N

Q

R

H L

H C

Q QS D E

NS

...

Figura 6.79.

Regla 1b. Deben ser adyacentes aquellos estados cuyos próximos estados
coincidan para algunas combinaciones de entrada, teniendo mayor prio-
ridad aquellas adyacencias en los que haya mayor número de coinciden-
cias. En el ejemplo de la figura 6.80, analizando cada combinación de
entrada (es decir, columna a columna, figura 6.81):

Para la combinación xy = 00: P y Q comparten como estado si-
guiente a A, luego (P,Q) deben ser adyacentes;
Para la combinación xy = 01: P y Q comparten como estado si-
guiente a B, luego (P,Q) deben ser adyacentes;
Para la combinación xy = 11: Q y R comparten como estado si-
guiente a H , luego (Q,R) deben ser adyacentes;
Para la combinación xy = 10: los siguientes estados no coinciden,
luego no se extrae ninguna adyacencia.

Dado que se repite la adyacencia (P,Q), ésta tendrá mayor prioridad
que (Q,R) en caso de conflicto.
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A B

xy

S
00 01

...

P C D

11 10

A B

...

Q C D

NS

...

A B

xy

S
00 01

...

P C D

11 10

A B

M N

Q

R

H L

H C

Q QS D E

NS

...

Figura 6.80.
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Figura 6.81.
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Regla 2. Deben ser adyacentes aquellos estados que sean próximos estados
de un mismo estado. En el ejemplo de la figura 6.82, (A,B,C, D) deben
ser adyacentes.

A B

xy

S
00 01

...

P C D

11 10

...

NS

Figura 6.82.

Regla 3a. Deben ser adyacentes aquellos estados cuyas salidas coincidan pa-
ra todas las combinaciones de entrada. En el ejemplo de la figura 6.83,
(P,Q) deben ser adyacentes.

A,0 B,1

xy

S
00 01

...

P C,1 D,1

11 10

P,0 P,1

...

Q C,1 A,1

NS,Z

...

A,0 B,1

xy

S
00 01

...

P C,1 D,0

11 10

C,1 Q,0

Q,1 R,1

Q

R

N,0 D,0

S,1 V,1

NS,Z

...

Figura 6.83.

Regla 3b. Deben ser adyacentes aquellos estados cuyas salidas coincidan pa-
ra algunas combinaciones de entrada, teniendo mayor prioridad aque-
llas adyacencias en las que haya mayor número de coincidencias. En el
ejemplo de la figura 6.84, analizando cada combinación de entrada (es
decir, columna a columna, figura 6.85):

Para la combinación xy = 00: Q y R comparten el valor de salida 1,
luego (Q,R) deben ser adyacentes;

Para la combinación xy = 01: P y R comparten el valor de salida 1,
luego (P,R) deben ser adyacentes;
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Figura 6.84.

Para la combinación xy = 11: P y R comparten el valor de salida 1,
luego (P,R) deben ser adyacentes;
Para la combinación xy = 10: P y Q comparten el valor de salida 0,
luego (P,Q) deben ser adyacentes.

Dado que se repite la adyacencia (P,R), ésta tendrá mayor prioridad
que (Q, R) y (P,Q) en caso de conflicto.
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Figura 6.85.

En el caso de que el circuito tenga muchas salidas, y no demasiados es-
tados, es conveniente adoptar el siguiente orden de aplicación: 3a, 3b, 1a, 1b,
2.

En la mayorı́a de los casos, las reglas darán resultados conflictivos, en el
sentido de que si hacemos adyacentes ciertos estados según cierta regla, es
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muy posible que otra regla no se pueda aplicar. Sin embargo, una asignación
hecha en base a una determinada regla no debe modificarse para satisfacer
una regla de menor prioridad.

El problema con estos conflictos se reduce entonces a los debidos a adya-
cencias con una misma prioridad: no sabemos a priori cuál de ellas será la
que nos lleve al mejor resultado. Si alguna de esas adyacencias vuelve a apa-
recer en otras reglas de menor prioridad, puede ser conveniente considerarla
de mayor importancia que las otras adyacencias, pero no necesariamente se
dará esta situación. Esta falta de determinación a la hora de escoger las adya-
cencias es la que nos lleva a considerar las reglas sólo como una guı́a.

Por último, cabe destacar que las reglas 1a, 1b y 2 ayudan a mejorar las
ecuaciones de excitación, y las reglas 3a y 3b, las ecuaciones de salida.

Para ilustrar cómo deben aplicarse las reglas anteriores, se desarrollan dos
ejemplos.

Ejemplo 1. Consideremos en primer lugar la tabla de estados de la figura 6.86.
Se trata, por supuesto de encontrar una asignación de estados aceptable, me-
diante las reglas de adyacencia.

A,0 B,0

D,0 D,1

X

S

NS/Z

0 1

A

B

B,1 A,1

D,1 C,0

C

D

Figura 6.86.

La regla 1a dice que deberı́an ser adyacentes aquellos estados cuyo próxi-
mo estado coincide para todas las combinaciones de valores de entrada. En la
tabla de estados que nos ocupa, no se da el caso, ya que los pares de siguientes
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estados, A�B, D �D, B �A y D � C, no se repiten.

Regla 1a : �

La regla 1b dice que deberı́an ser adyacentes aquellos estados para los que
coincida al menos uno de sus próximos estados, para una misma combinación
de entradas. Para X = 1, los estados B y D coinciden en su próximo estado.
Por ello, deberı́an ser adyacentes.

Regla 1b : (B,D)

La regla 2 dice que deberı́an ser adyacentes aquellos estados que son es-
tados siguientes a un mismo estado. Para el estado A: deben ser adyacentes
(A,B). Para el B, la regla no se aplica ya que los próximos estados son el mis-
mo. Para el C, tenemos que hacer adyacentes (A,B) de nuevo: esta adyacencia
aparece 2 veces, ası́ que tendrá mayor importancia que otras adyacencias de
la misma regla. Lo anotamos escribiendo (A,B)[2]. Para D, la adyacencia re-
comendada es (C,D).

Regla 2 : (A,B)[2]; (C,D)

La regla 3a dice que deberı́an ser adyacentes aquellos estados cuyas sali-
das coincidan para todas las combinaciones de las entradas. En este caso, no
coinciden ninguna de las combinaciones de salida de cada estado.

Regla 3a : �

La regla 3b dice que deberı́an ser adyacentes aquellos estados cuyas sali-
das coincidan para, al menos, una de las combinaciones de las entradas. Cuan-
do X = 0, los estados (A,B) tienen Z = 0; (C,D) tienen Z = 1. Cuando X = 1,
son (A,D) quienes hacen Z = 0; y (B,C), Z = 1.

Regla 3b : (A,B); (C,D); (A,D); (B,C)

Ahora hay que usar estas adyacencias para efectuar la asignación de esta-
dos. Sobre un k-mapa de tantas variables qi como biestables tenga el circuito se
distribuyen los distintos estados intentando cumplir el mayor número posible



348 6.4. Sı́ntesis de circuitos secuenciales sı́ncronos

de adyacencias, atendiendo también a sus prioridades. Hay que recordar que
en un k-mapa las casillas contiguas horizontalmente o verticalmente corres-
ponden a combinaciones binarias adyacentes.

El CSS del ejemplo dispone de 4 estados, luego serán necesarios 2 biesta-
bles para implementarlo. Las variables de estado serán, por tanto: q1, q0. El
k-mapa sobre el que se hace la asignación, tendrá la siguiente forma mostrada
en la figura 6.87.

q
1

q
0 0 1

0

1

S

A B

C D

q
1

q
0 0 1

0

1

S

Figura 6.87.

Tras hacer varias pruebas, llegamos a la solución de la figura 6.88, que
verifica las adyacencias de mayor importacia: (B,D), regla 1b; (A,B), regla 2
(dos veces) y regla 3b; y (C,D), regla 2 y regla 3b. Hay que tener en cuenta,
tras lo expuesto en la discusión sobre el método exhaustivo, que cualquier
asignación que resulte de complementar una o ambas variables o de cambiar
el orden de las mismas, resulta en una nueva asignación que mantiene las
mismas adyacencias, por lo que, en cuanto a coste final de la solución, son
idénticas. El resto de adyacencias, (A,D) y (B,C), no puede hacerse cumplir

q
1

q
0 0 1

0

1

S

A B

C D

q
1

q
0 0 1

0

1

S

Figura 6.88.

con esta asignación. Sin embargo, esas adyacencias son de menor prioridad,
ası́ que no vamos a cambiar la asignación que hemos escogido para hacerlas
cumplir.
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Ejemplo 2. Consideremos la tabla de estados de la figura 6.89.
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D,0 E,0

x
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E,0 D,0

F,0 G,0
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D

G,0 F,0E
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q
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1

11 10

F G

E A

q
2
q
1

q
0

S

00 01

0

1

C -

B D

11 10

Figura 6.89.

Para aplicar la regla 1a, buscamos estados cuyos próximos estados coinci-
dan para todas las combinaciones de entrada. Los únicos estados que lo veri-
fican son F y G.

Regla 1a : (F,G)

La regla 1b es similar a la 1a, salvo que no exige una coincidencia de los
próximos estados para todas las combinaciones de entrada. Es evidente que
los estados que verifican el enunciado de la regla 1a también verifican la re-
gla 1b: dado que hemos asignado una prioridad más alta para las adyacencias
propuestas por la regla 1a, no es necesario volver a repetirlas. En nuestro ejem-
plo, la regla 1b no propone nuevas adyacencias.

Regla 1b : �

Según la regla 2, debemos hacer adyacentes entre sı́ todos los estados que
comparten la caracterı́stica de ser próximo estado de uno determinado. En este
caso, aparecen adyacencias repetidas, por lo que éstas tendrán mayor priori-
dad.

Regla 2 : (B,C); (D,E)[2]; (F,G)[2]; (A,B)[2]
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La regla 3a es análoga a la regla 1a, pero referida a las las salidas en lugar
de a los próximos estados: debemos hacer adyacentes aquellos estados cuyas
salidas coincidan para todas las combinaciones de entrada, lo que, en el ejem-
plo, ocurre para los estados A, B, C, D y E.

Regla 3a : (A,B,C, D, E)

Al igual que en el caso anterior, la regla 3b es análoga a la regla 1b, pero
referida a las las salidas en lugar de a los próximos estados: debemos hacer ad-
yacentes aquellos estados cuyas salidas coincidan para al menos una combina-
ción de entrada; en el ejemplo, para X = 0 otendrı́amos que (A,B,C, D, E, G)
deben ser adyacentes, y para X = 1, (A, B, C, D, E, F).

Regla 3b : (A,B,C, D, E, G); (A,B,C, D, E, F )

El CSS del ejemplo dispone de 7 estados, luego serán necesarios 3 biesta-
bles para implementarlo. Las variables de estado serán, por tanto, q2, q1 y q0.
El k-mapa sobre el que haremos la asignación de estados será el mostrado en
la figura 6.90 .
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Figura 6.90.

Hay muchas maneras de colocar los estados; tomemos, por ejemplo, la
asignación de la figura 6.91:
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Figura 6.91.

Esta asignación verifica todas las adyacencias obtenidas con las reglas 1a,
1b y 2. Las reglas 3a y 3b no podemos usarlas, ya que el número de estados que
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aparecen en cada adyacencia no es potencia de 2, y por lo tanto no podemos
encontrar un lazo que los cubra a todos.
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Ejercicios propuestos

Problema 6.1 Representa la secuencia de salida q, q’ de un biestable SR
ası́ncrono para las siguientes secuencias de entrada (figura 6.92).

S

R

Figura 6.92.

Problema 6.2 Dibujar el cronograma de la salida q de un biestable T disparado
por flanco de subida y con entradas ası́ncronas de Reset y Preset cuyo estado
inicial es desconocido y para las ecuencia de señales dada en la figura 6.93.

clk

S

R

T

Figura 6.93.

Problema 6.3 La figura 6.94 representa un circuito secuencial con una entrada
X y una salida Z. Se pide:

a)Analizar dicho circuito.

b) Obtener la evolución de la salida Z para la secuencia de entrada de la
figura 6.95, suponiendo que el estado inicial de los biestables es q1q0 = 00
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Figura 6.94.



354 6.4. Sı́ntesis de circuitos secuenciales sı́ncronos

clk

x

Figura 6.95.

Problema 6.4 Diseñar un circuito secuencial sı́ncrono que reciba en serie por
su única entrada números de cuatro bits (del menos significativo al más sig-
nificativo) y cuya misión sea calcular el complemento a 2 de dichos números.
Implemente el circuito con biestables JK.

Problema 6.5 Considere el biestable MN cuya tabla de funcionamiento se
muestra en la tabla 6.4

Tabla 6.4:
M N Q
0 0 0
0 1 1
1 0 q
1 1 prohibido

Constrúyalo utilizando biestable D y puertas lógicas y justifique si, con
este tipo de biestable, se puede implementar cualquier circuito secuencial
sı́ncrono.

Problema 6.6 Diseñe una máquina secuencial que genere, periódicamente,
los 7 primeros números primos. Utilice como máximo 3 biestables de tipo T y
puertas lógicas.

Problema 6.7 Se desea diseñar un circuito que permita detectar la secuencia
101 siempre que esta venga sin errores. Para ello, por una entrada X se envı́an,
sincronizados con la señal de reloj, grupos de cuatro bits. Los tres primeros
bits de cada grupo se corresponden con la secuencia a detectar, mientras que
el cuarto, es un bit de paridad impar. El circuito dispone de una salida Z que
se activa (1 lógico) coincidiendo con el cuarto bit de entrada de cada grupo si
los tres primeros bits del mismo se corresponden con la secuencia y el bit de
paridad recibido es correcto. En cualquier otro caso, la salida Z se encuentra
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a 0. Obtenga las ecuaciones de salida y excitación para el circuito detector
suponiendo que se dispone de biestables D y puertas lógicas.

Problema 6.8 Obtenga la forma de onda de la salida de un biestable SR (a) de
tipo Master-Slave con cambio de salida en flanco descendente; (b) disparado
por flanco ascendente; suponiendo que las entradas se presentan la secuencia
que se muestra en 6.96

clk

S

R

Figura 6.96.

Problema 6.9 Se desea obtener un circuito secuencial sı́ncrono con dos en-
tradas, X e Y , y una salida Z. Por las entradas X e Y se reciben, de forma
sincronizada, números de tres bits sin signo, bit a bit, empezando por el más
significativo. La salida Z se debe activar coincidiendo con el tercer bit de en-
trada si el número X es mayor que el Y . Se dispone de tres biestables para el
diseño (un JK, un T y un D), obtenga la tabla de excitación y salida del circuito
secuencial.

Problema 6.10 Diseñe un circuito secuencial sı́ncrono con una entrada X por
la que se reciben en serie números de 4 bits (primero llega el bit más signifi-
cativo), y una salida Z que debe ponerse a 1 (coincidiendo con el último bit
de cada número) si el número recibido es par (es decir, múltiplo de 2). Use
biestables JK y puertas lógicas.

Problema 6.11 Se desea obtener un circuito secuencial sı́ncrono con dos en-
tradas, X e Y , y una salida Z. Por las entradas X e Y se reciben, de forma
sincronizada, números de cuatro bits, bit a bit, empezando por el más signifi-
cativo. La salida Z se debe activar coincidiendo con el cuarto bit de entrada si
el número X es igual que el Y . Base su diseño en biestables D.
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Problema 6.12 Diseñe un circuito secuencial sı́ncrono con una entrada X y
una salida Z, que se activa cuando por la entrada X se han detectado las
secuencias 111, 110, 101, 000, 001 y 010 sin solapamiento. Base su diseño en
biestables y puertas lógicas.



Capı́tulo 7

Subsistemas secuenciales

7.1. Introducción

Existen dispositivos comerciales que implementan funciones secuenciales
de propósito especifico y general. Estos dispositivos son de uso muy común y
un diseño a nivel de biestables y puertas lógicas de estos elementos provocarı́a
que el dimensionado del circuito global que los contiene serı́a excesivamente
grande. De estos dispositivos de uso frecuente estudiaremos los contadores,
registros y los dispositivos lógicos programables.

7.2. Contadores

Un contador módulo k es un circuito digital capaz de contar k sucesos
distintos. Estos dispositivos no son otra cosa que circuitos secuenciales cuyos
cambios de estado se producen, evidentemente, a ritmo de su señal de reloj, y
en el que cada estado “memoriza” un valor de cuenta. Por tanto, un contador
módulo-k, tiene k estados de cuentas distintos, desde el 0, hasta el k� 1. Estos
dispositivos podrán incrementarse o no en función de los valores lógicos que
tomen ciertas señales de control que se estudiarán más adelante. Inicialmente
se supondrá que el contador siempre está contando, por lo que cada valor
de cuenta se corresponde con un ciclo de reloj. En la figura 7.1 se muestra la

357



358 7.2. Contadores

evolución de los estados de cuenta de un contador módulo k. Se observa que a
partir del ciclo k de reloj, estado de cuenta k�1, el contador vuelve a su estado
inicial (estado de cuenta 0). Esto es una caracterı́stica de todos los contadores.

1

Contadores

• Circuitos secuenciales que contabilizan eventos.
• Diagrama de estados básico de un contador módulo-k:

0 1 2 k-1k-2

• Cronograma (contador de 3 bits, módulo 8):

0 1 2 3 4 5 6 7 0

clk

O0

O1

O2

O2-0

Figura 7.1.

Un contador módulo-k, tiene k estados, y éstos se pueden implementar con
n biestables, existiendo una relación entre k y n determinada por la expresión:

2n�1 < k  2n

Ası́ un contador módulo 8 se puede construir usando 3 biestables, uno
de módulo 16 con cuatro biestables, y ası́ sucesivamente. Normalmente los
contadores se construyen usando el menor número de biestables posibles y
si estos tienen un módulo que es potencia de 2, suelen identificarse también
como contadores de n bits.

Si las salidas del contador son la codificación binaria del estado de cuenta
y el número de estados es una potencia de 2, este suele denominarse divisor
de frecuencia. En la figura 7.2 se ha representado la salida de un contador
módulo 8 (contador de 3 bits o divisor de frecuencia de 3 bits).

1

Contadores

• Circuitos secuenciales que contabilizan eventos.
• Diagrama de estados básico de un contador módulo-k:

0 1 2 k-1k-2

• Cronograma (contador de 3 bits, módulo 8):

0 1 2 3 4 5 6 7 0

clk

O0

O1

O2

O2-0
Figura 7.2.

En las siguientes secciones se presentarán dos posibles estructuras internas
que permiten el funcionamiento de los contadores (estructura ası́ncrona y es-
tructura sı́ncrona) y se estudiarán las lı́neas de control y salidas más comunes
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que, comercialmente, disponen estos dispositivos.

7.2.1. Contadores sı́ncronos

Un contador tiene que estar formado internamente por biestables, cada
uno de los cuales dispone de su entrada de reloj. Un contador sı́ncrono es un
circuito cuyos biestables internos son disparados por flanco y todos reciben la
misma señal de reloj. Un contador sı́ncrono, pues, cumple con las condiciones
de una máquina secuencial sı́ncrona.

Se puede determinar su estructura interna de dos formas distintas:

Se obtiene el diagrama de estados correspondiente y a partir de este el
circuito.

Usando un procedimiento no sistemático, pero que se utiliza frecuente-
mente en la sı́ntesis de circuitos complejos.

Se deja al lector la obtención de la estructura interna del contador según el
primer método; aquı́ se describirá el segundo.

Si analizamos las señales de salida, figura 7.3 del contador módulo-8 ob-
servamos que:

2

Contadores síncronos

• Partiendo del ejemplo anterior:

0 1 2 3 4 5 6 7 0

clk

O0

O1

O2

O2-0

• llegamos a la conclusión de que:
O0: cambia de valor en cada flanco activo 
O1: cambia de valor en un flanco activo si O0 = 1
O2: cambia de valor en un flanco activo si O0 = O1 = 1

• En general, Ok cambia de valor en un flanco activo si 
O0 = O1 = ... = Ok-1 = 1

Figura 7.3.

O0: cambia de valor con cada suceso de entrada (1 ciclo de clk)

O1: cambia de valor con cada suceso de O0 (1 ciclo de O0)
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O2: cambia de valor con cada suceso de O1 (1 ciclo de O1)

En particular:

O0: cambia de valor con cada flanco de bajada de clk

O1: cambia de valor en los flancos de bajada de clk si O0 = 1

O2: cambia de valor en los flancos de bajada de clk si O0 = O1 = 1

Si se hace corresponder la salida Oi del contador con el valor qi del bies-
table interno, se tiene que el biestable q0 debe cambiar de valor, generando
0, 1, 0, 1, . . ., en cada flanco de bajada de clk; el biestable q1 debe cambiar de
estado en el flanco de bajada de clk si q0 es igual a 1, en caso contrario, q1

mantiene su valor; y el biestable q2 debe cambiar de estado si q1 = q2 = 1, y
en caso contrario mantiene su valor.

Esta descripción nos hace pensar que el tipo de biestable que mejor encaja
para el diseño de los contadores es el biestable T , ya que éste, si su entrada es
0, provoca que el biestable no cambie de valor y si su entrada es 1, provoca el
cambio del valor almacenado.

Por tanto, si usamos biestables tipo T, tenemos que:

T0 = 1
T1 = q0

T2 = q1 q0

En general, si diseñamos un contador de n bits, la expresión de la entrada
del biestable j (donde j = 1, 2, 3, . . . n� 1) serı́a

Tj = q0 q1 . . . qj�1

En las figuras 7.4 y 7.5 se muestran dos posibles diseños para la estructura
de un contador sı́ncrono de n bits

En los siguientes apartados se estudiarán las señales de control y salida
más comunes que acompañan a los contadores.
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3

Contadores síncronos (2)

• Hacemos Ok = qk
• Usando biestables tipo T:
T0 = 1; T1 = q0; T2 = q0 q1; ...; Tn = q0 q1 ... qn-1

T0 q0 T2 q2T1 q1

&

O0 O1 O2

Tn qn

&

On

q0
q1

qn-1

clk

1

Figura 7.4.

4

Contadores síncronos (3)

• Teniendo en cuenta que Tk = q0 q1 ... qk-1 podemos transformar:
T0 = 1; T1 = q0; T2 = q0 q1; T3 = q0 q1 q2; ...; Tn = q0 q1 ... qn-1

de modo que queden: 
T0 = 1; T1 = q0; T2 = q0 q1; T3 = T2 q2; ...; Tn = Tn-1 qn-1

• Esto nos lleva al siguiente circuito:

T0 q0 T2 q2T1 q1

&

O0 O1 O2

Tn qn

&

On

qn-1

clk

Tn-1

1

Figura 7.5.

7.2.1.1. Reset (Clear) y Preset

La lı́nea de Reset o Clear permite inicializar el contador a su estado de cuen-
ta 0 cuando es activada. La lı́nea de Preset permite inicializar el contador a su
valor de cuenta más alto (aquel en que todos los biestables están a 1). Estas
lı́neas pueden ser activas en alto o en bajo, y existen dos modalidades desde
el punto de vista funcional: ası́ncrona y sı́ncrona.

Supongamos que la lı́nea Clear de un contador es ası́ncrona. Esto implica
que inmediatamente despúes a la activación de dicha señal, el contador pasa al
estado de cuenta 0, independientemente de la señal de reloj. Por el contrario,
si el Clear se activase, pero tuviese un modo de funcionamiento sı́ncrono, el
contador se pondrı́a en el estado de cuenta 0 cuando llegase un flanco activo
de la señal de reloj. En resumen, un Clear ası́ncrono no depende de clk para
su funcionamiento, mientras que un sı́ncrono sı́. Esto es igualmente aplicable
para la lı́nea de Preset.

A continuación se estudiará cómo se implementan en el contador estas
funciones.

Clear o Reset ası́ncrono. De forma general diremos que todas las lı́neas de
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control que operen de modo ası́ncrono lo hacen usando las entradas ası́ncro-
nas de los biestables. El contador está formado por biestables tipo T . Supon-
gamos que estos tienen entradas de Cl y Pr. Implementar un Clear ası́ncrono
en el contador es equivalente a unir dicha entrada de Clear a todas las en-
tradas Cl de los biestables que forman parte del contador. De esta manera,
cuando Clear se active, todos los biestables se ponen a 0 de forma ası́ncrona y
por consiguiente el contador pasa al estado de cuenta 0. En la figura 7.6 se ha
representado la estructura de la celda i de un contador de n bits, y en la figu-
ra 7.7 la posible respuesta funcional de la salida del mismo para la situación
de activación de la lı́nea Clear, que este caso es activa en baja.

6

Clear asíncrono

• Cronograma:

clk

Clear

j-1 j 0 1 2 3 4 5Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Clear

CLi

Oi

Figura 7.6.

6

Clear asíncrono

• Cronograma:

clk

Clear

j-1 j 0 1 2 3 4 5Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Clear

CLi

Oi

Figura 7.7.

Se observa en el cronograma que la salida se pone a 0 inmediatamente des-
pués de la activación de la lı́nea de Clear (segundo ciclo de reloj) y se mantiene
ası́ hasta que Clear vuelva a valer 1 (cuarto ciclo de reloj), a partir del cual, el
contador vuelve a inciar su ritmo de cuenta.

Clear o Reset sı́ncrono. En el Clear o Reset sı́ncrono no se utilizan las en-
tradas ası́ncronas de los biestables. Se trata en este caso de introducir por la
entrada T de cada uno de los biestables el valor adecuado para que cuando
se reciba un flanco activo en clk, cada uno de los biestables se ponga a 0. Hay
que tener presente que el contador debe incrementarse cuando no se active el
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Clear, por lo que las entradas T deben tener los valores ya determinados en el
incio del apartado.

En primer lugar, hay que determinar qué se debe introducir a la entrada
del biestable i para que su salida qi pase a 0 en el siguiente ciclo de reloj.
Supongamos que la salida qi = 0, por tanto la entrada del biestable i debe ser
Ti = 0 para que en el siguiente ciclo se mantenga el 0. En cambio si la salida
del biestable qi = 1, la entrada Ti debe ser un 1 lógico, para que en el siguiente
ciclo, la salida qi pase a valer 0. En resumen, si queremos hacer un Clear, la
entrada del biestable Ti debe ser igual a qi. Si todos los biestables del contador
disponen de esta entrada, el contador pasará al estado de cuenta 0 cuando se
reciba el flanco activo de reloj.

La figura 7.8 muestra la estructura de la celda básica de un contador que
permite un Clear sı́ncrono. La entrada del biestable i está conectada a la salida
de un multiplexor de dos canales controlado por la señal Clear (activa en baja).
De esta forma, si Clear = 0, el canal 0 del multiplexor (es decir, qi) pasa a la
entrada Ti, y se produce el efecto deseado. Si Clear = 1, el canal 1 del multi-
plexor (es decir, qi Ti�1) pasa a la entrada Ti, y esto implica que el contador se
incrementa (modo de funcionamiento normal).

8

Clear síncrono

• Cronograma:

clk

j-1 j 0 1 2 3 4 5

Clear

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

0

1&
qi-1

Ti-1

Clear

Para Clear = 0:
Ti = qi

0
1

Qi

0
0

Figura 7.8.

En el cronograma de la figura 7.9 se ve claramente el funcionamiento del
Clear sı́ncrono, el cual no se produce realmente hasta la recepción de un flanco
activo en clk.

Preset ası́ncrono. Es idéntico al Clear ası́ncrono salvo que las entradas
ası́ncronas de los biestables a usar es Pr. La etapa i-ésima del contador es
la mostrada en la figura 7.10.
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8

Clear síncrono

• Cronograma:

clk

j-1 j 0 1 2 3 4 5

Clear

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

0

1&
qi-1

Ti-1

Clear

Para Clear = 0:
Ti = qi

0
1

Qi

0
0

Figura 7.9.

7

Preset asíncrono

• Cronograma (módulo k = 2n):

clk

Preset

j-1 j k-1 0 1 2 3 4Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

k-1 = 1 1 ... 1

n

Ti qi

Preset

PRi

Oi

Figura 7.10.

De esta forma, cuando se activa la señal de Preset del contador, todos los
biestables se ponen a 1 de forma ası́ncrona, poniendo al contador en el valor
más alto de cuenta, es decir, en el estado k � 1 (si el contador es módulo-k),
figura 7.11.

7

Preset asíncrono

• Cronograma (módulo k = 2n):

clk

Preset

j-1 j k-1 0 1 2 3 4Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

k-1 = 1 1 ... 1

n

Ti qi

Preset

PRi

Oi

Figura 7.11.

Preset sı́ncrono. Es similar al Clear sı́ncrono, pero en este caso pretende-
mos poner a 1 todos los biestables. Si qi = 1, Ti debe ser 0, para que en el
siguiente ciclo se mantenga el valor de qi, en cambio si qi = 0, Ti debe ser 1,
para que Qi = 1 en el siguiente ciclo de reloj. Por tanto Ti = qi, tal como se
muestra en la figura 7.12. El cronograma correspondiente se ha representado
en la figura 7.13.
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9

Preset síncrono

• Cronograma (módulo k = 2n):

clk

j-1 j k-1 0 1 2 3 4

Preset

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

0

1&
qi-1

Ti-1

Preset

qi

Para Preset = 0:
Ti = qi

0
1

Qi

1
1

Figura 7.12.

9

Preset síncrono

• Cronograma (módulo k = 2n):

clk

j-1 j k-1 0 1 2 3 4

Preset

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

0

1&
qi-1

Ti-1

Preset

qi

Para Preset = 0:
Ti = qi

0
1

Qi

1
1

Figura 7.13.

7.2.1.2. Inhibición

Es una lı́nea de control (activa en alta o en baja) cuya misión es detener el
proceso de cuenta del contador. Esto implica que mientras que la lı́nea esté ac-
tiva, aunque se reciban flancos activos por la señal de reloj del contador, este
no modifica su estado de cuenta. Podemos encontrar varios diseños alternati-
vos para implementar la función de inhibición del contador. Uno de ellos es
el mostrado por la figura 7.14, donde la entrada de reloj del contador pasa a
través de una puerta AND antes de distribuirse por las entradas de reloj de
cada uno de los biestables que forma parte de dicho contador. La otra entra-
da de la AND está formada por la linea de control Inh. Si ésta vale 1, el reloj
se distribuye a todos los biestables, pero sin Inh vale 0, se distribuye un 0 a
los biestables, por lo que éstos no pueden cambiar de estado al no recibirse
flancos por sus entradas de reloj.

No obstante este tipo de implementación, que se suele denominar ası́ncro-
na, presenta problemas a la hora de activar la inhibición de cuenta, ya que
en función del nivel de la señal de reloj, se pueden producir incrementos no
deseados en el valor de cuenta del contador, tal como se muestra en la figu-
ra 7.15. En el ejemplo anterior, los biestables del contador son disparados por
flanco de bajada y la señal de inhibición es activa en bajo. Llamemos clk2 a la
señal de reloj que reciben los biestables del contador, esto es, la salida de la
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10

Inhibición asíncrona

• Cronograma:

clk

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

&
clk

Inh clk2

Inh

Salida j-2 j j+1 j+2 ... ... ...j-1

clk2

Figura 7.14.

puerta AND. Si Inh = 1, clk2 = clk, funcionamiento normal. Si suponemos
que clk = 1 (nivel alto de reloj, y entonces Inh = 0, lo lógico es que el con-
tador, desde ese mismo momento, no debe de cambiar de estado, pero lo que
ocurre es que clk2 pasa de valer 1 a valer 0, esto es, genera un flanco de bajada
que provoca que los biestables cambien de estado incrementando la cuenta
del contador.

10

Inhibición asíncrona

• Cronograma:

clk

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

&
clk

Inh clk2

Inh

Salida j-2 j j+1 j+2 ... ... ...j-1

clk2

Figura 7.15.

La forma más habitual de implementar la función de inhibición es la que se
describirá a continuación y que suele denominarse como sı́ncrona. Aquı́ su-
ponemos que la señal de reloj del contador llega, sin obstáculos, a todos los
biestables que lo forman. Por tanto, se trata, ahora, de determinar qué deben
tener las entradas Ti de los biestables del contador para que este mantenga el
estado de cuenta. Que el contador mantega su valor de cuenta es equivalente
a que cada uno de los biestables que lo forman mantengan su bit cuando Inh
está activo. Evidentemente la solución es simple, Ti = 0 si Inh está activa.
La figura 7.16 muestra la estructura de la celda básica de un contador que ha
implementado este tipo de inhibición cuando esta es activa en bajo.

Como se aprecia en la figura 7.16, si Inh = 1, la entrada Ti se correpon-
derá con otras funciones a realizar por el biestable: clear, cuenta, etc.
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11

Inhibición síncrona

• Cronograma:

clk

j-1 j j+1 j+2 ... ... ...

Inh

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

0

1

Inh

0

Figura 7.16.

En la figura 7.17 se representa el cronograma para la inhibición sı́ncrona.

11

Inhibición síncrona

• Cronograma:

clk

j-1 j j+1 j+2 ... ... ...

Inh

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

0

1

Inh

0

Figura 7.17.

7.2.1.3. Load (Carga en paralelo)

En determinadas aplicaciones es interesante cargar al contador con un va-
lor de cuenta inicial. Esto se consigue con la lı́nea de Load. Evidentemente el
contador debe de disponer de algunas lı́neas de entrada adicionales por las
que se introduce el dato a cargar, en caso de que se proceda con esta opera-
ción. Existen tantas lı́neas de datos como bits tenga el contador. Cada lı́nea de
datos contiene un bit del dato que será cargado en un biestable del contador.
La lı́nea de Load puede ser activa en alta o en baja y ser sı́ncrona o ası́ncrona.

Load ası́ncrono. Esto se consigue mediante la activación de las señales
ası́ncronas de Pr y Cl de cada uno de los biestables del contador. Reduzca-
mos el problema a una sóla etapa y supongamos que Load es activo en baja.
Si Load = 0 y el bit a escribir en la etapa i es 0, se deben activar las entradas
Cli = 0 y Pri = 1. Si Load = 0 y el bit a escribir es 1, entonces Cli = 1, y
Pri = 0. Si Load = 1, Cli = Pri = 1. Si representamos estos valores en un
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K-mapa y simplificamos, obtenemos las siguientes expresiones para Cli y Pri:

Cli = Load + Di

Pri = Load + Di

El circuito equivalente es el representado en la figura 7.18:

12

Load asíncrono

• Cronograma:

k

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Load

1
0
0

Di

x
0
1

CLi

1
0
1

PRi

1
1
0

Ti qi
CLi PRi

Oi

CC

Di

Load
t1

t1

Load

Di
CLi

PRi

j-1 j k k+1 k+2 ... ... ...

clk

Load

Dn-1,0

Salida

Figura 7.18.

La figura 7.19 ilustra el funcionamiento de un contador que ha implemen-
tado la operación de Load ası́ncrono. Como se observa, en el momento que se
activa Load, se produce la carga del dato, simbolizado como el número N .

12

Load asíncrono

• Cronograma:

k

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Load

1
0
0

Di

x
0
1

CLi

1
0
1

PRi

1
1
0

Ti qi
CLi PRi

Oi

CC

Di

Load
t1

t1

Load

Di
CLi

PRi

j-1 j k k+1 k+2 ... ... ...

clk

Load

Dn-1,0

Salida

Figura 7.19.

Load sı́ncrono. Se trata de determinar cuál debe ser la entrada del biestable
Ti para que este se cargue con el valor del dato Di de entrada. Si suponemos
que Load es activo en baja, tenemos que cuando Load = 0, si además Di = 0
y qi = 0, entonces Ti debe ser 0; sin embargo, si Di = 0 y qi = 1, Ti debe
ser 1 para forzar en el siguiente ciclo de reloj que la salida se ponga a 0. De
forma equivalente si Di = 1 y qi = 1, entonces Ti debe ser 0; pero si Di = 1 y
qi = 0, entonces Ti debe ser 1. En resumen, para que qi sea igual al dato Di que
queremos cargar debemos comparar qi con Di, si los dos son iguales, Ti debe
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ser 0 para no realizar ningún cambio, pero si Di y qi son distintos, Ti debe ser
1 para que en el siguiente ciclo, qi tome el valor del bit a cargar.

Ti = qi � Di

La figura 7.20 muestra la estructura de la etapa i-ésima de un contador que
incorpora la carga sı́ncrona.

13

Load síncrono

• Cronograma:

clk

k

j-1 j k k+1 k+2 ... ... ...

Load

Dn-1,0

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi

Oi

0

1

=1
Di

Load

Load

1
0
0
0
0

Di

x
0
0
1
1
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0
1
0
1

Ti

...
0
1
1
0

Figura 7.20.

En la figura 7.21 se muestra un cronograma donde se observa el funciona-
miento de este tipo de operación.

13

Load síncrono

• Cronograma:

clk

k

j-1 j k k+1 k+2 ... ... ...

Load

Dn-1,0

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

Ti qi
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Figura 7.21.

7.2.1.4. Contadores reversibles (Up/Down)

Los contadores estudiados hasta ahora sólo tienen capacidad de cuenta as-
cendente, existen otros que tienen capacidad de cuenta descendente o incluso
ambas (ascendente y descendente). Estos últimos son los contadores reversi-
bles. En primer lugar se determinará la estructura de un contador descenden-
te, y posteriomente se unirá con la del ascendente, introduciendo la señal de
control Up/Down, que controla el sentido de la cuenta.
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La figura 7.22 muestra la salida de un contador descendente de módulo 8.

14

Contadores descendentes

• Cronograma de un contador descendente módulo-8:

77 6 5 4 3 2 1 0

clk

O0

O1

O2

O2-0
• llegamos a la conclusión de que:

O0: cambia de valor en cada flanco activo 
O1: cambia de valor en un flanco activo si O0 = 0
O2: cambia de valor en un flanco activo si O0 = O1 = 0

• En general, Ok cambia de valor en un flanco activo si 
O0 = O1 = ... = Ok-1 = 0

• T0 = 1; T1 = q0; T2 = q0 q1; T3 = q0 q1 q2; ...; Tn = q0 q1 ... qn-1
• T0 = 1; T1 = q0; T2 = q0 q1; T3 = T2 q2; ...; Tn = Tn-1 qn-1

Figura 7.22.

Para obtener las ecuaciones de excitación de los biestables, procedemos de
forma similar al caso del contador ascendente.

O0: cambia de valor con cada flanco de bajada de clk, luego T0 = 1.

O1: cambia de valor en los flancos de bajada de clk si O0 = 0, por tanto
T1 = q0.

O2: cambia de valor en los flancos de bajada de clk si O0 = O1 = 0,
T2 = q1 q0.

Si en lugar de un contador módulo 8, disponemos de un contador de n
bits, la expresión de la entrada del biestable i-ésimo de dicho contador serı́a:

Ti = q0 q1 . . . qi�1 (i = 1, 2, . . . , n� 1)

Se puede comprobar que la expresión es muy similar a la del ascendente
salvo que aquı́, los términos van complementados.

De forma equivalente, la expresión anterior se puede escribir como

Ti = qi�1 Ti�1

Ya estamos en condiciones de diseñar el contador reversible. Estos dispo-
nen de una señal de control UP/DOWN , que indica el sentido de la cuenta.
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Si UP/DOWN está a 1, cuenta ascendete, si UP/DOWN está a 0, cuenta des-
cendente.

Por tanto la entrada Ti de cada biestable del contador debe tener la siguien-
te expresión:

Ti = qi�1 Ti�1 UP/DOWN + qi�1 Ti�1 UP/DOWN

El circuito de la etapa i-ésima se muestra en la figura 7.23. Para ilustrar el
funcionamiento de la entrada UP/DOWN se ha confeccionado el cronograma
de la figura 7.24.

15

Up/Down: contadores reversibles

• Cronograma

clk

j-1 j j-1 j-2 j-1 j j+1 j+2 ...

U/D

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

0

1
&

&
qi-1

Ti-1

Ti qi
Ti-1

qi-1

U/D

Oi

Figura 7.23.
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Up/Down: contadores reversibles

• Cronograma

clk

j-1 j j-1 j-2 j-1 j j+1 j+2 ...

U/D

Salida

• Cambio en la estructura de la etapa i-ésima:

0

1
&

&
qi-1

Ti-1

Ti qi
Ti-1

qi-1

U/D

Oi

Figura 7.24.

7.2.1.5. Lı́neas de Carry y Borrow

Son salidas del contador que informan de la llegada al último estado de
cuenta del mismo. Para contadores ascendentes, se usa la salida Carry (CY ) y
para descendentes Borrow (BW ). La salida CY se pone a 1 cuando el contador



372 7.2. Contadores

ascendente alcanza su estado de cuenta más alto. Por ejemplo, si el contador
es de módulo 8, la salida CY se pone a 1 cuando el contador llega al estado 7,
tal como se puede ver en la figura 7.25.

16

Carry (CY), Borrow (BW)

• Carry: contadores ascendentes. Cronograma (módulo-k):

k-6 k-5 k-4 k-3 k-2 k-1 0 1 2

clk

Salida

CY

• Borrow: contadores descendentes. Cronograma (módulo-k):

5 4 3 2 1 0 k-1 k-2 k-3

clk

Salida

BW

Figura 7.25.

En cambio la señal BW se activa cuando el contador descendente alcanza
su estado de cuenta más bajo, el 0, según se muestra en la figura 7.26.

16

Carry (CY), Borrow (BW)

• Carry: contadores ascendentes. Cronograma (módulo-k):

k-6 k-5 k-4 k-3 k-2 k-1 0 1 2

clk

Salida

CY

• Borrow: contadores descendentes. Cronograma (módulo-k):

5 4 3 2 1 0 k-1 k-2 k-3

clk

Salida

BW

Figura 7.26.

Los contadores reversibles disponen de una señal de salida Terminal Count
(TC) que se pone a 1 si se alcanza el estado de cuenta más alto si el conta-
dor tiene el modo ascendente (CY ) o se activa en el estado de cuenta 0 si el
contador está programado como descendente (BW ).

7.2.2. Contadores ası́ncronos

Otro diseño alternativo al contador módulo 8 del principio del aparta-
do 7.2.1 es el que se muestra en la figura 7.27.

Según se desprende de las formas de onda de salida del contador:

O0: cambia en los flancos de bajada de clk, por lo que el biestable 0 tiene
su entrada T igual a 1 y su entrada de reloj igual a la señal de reloj clk.

O1 es a O0 como O0 es a clk. Esto es, si O0 fuese considerado como una
señal de reloj, entonces la entrada del biestable T puede estar a 1. Con
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17

Contadores asíncronos

• Circuito: basado en el principio de que un flanco descendente en Oi debe implicar una transición en Oi+1

clk

O0

O1

O2

clk

O0

O1

O2

T1 q1

O2

T0 q0

O0

T2 q2

O1

clk

1 1 1

clk

O0

O1

O2

3 2 0 4O2-0

3tP

Valores incorrectos

• Cronograma: Figura 7.27.

esto conseguimos que este biestable siempre cambie en los flancos de
bajada de O1.

De igual forma, O2 cambia en los flancos de bajada de O1, por lo que la
entrada de reloj del biestable 2 es O1 y su entrada T es un 1.

Este tipo de diseño alternativo se denomina también contador de rizado o
ripple-counter, por la especie de rizo que hace la conexión de la salida de un
biestable a la entrada de reloj del siguiente biestable. La estructura de este con-
tador es más simple que la del sı́ncrono, por no necesitar de puertas lógicas
adicionales, sin embargo presenta algunos inconvenientes, como la velocidad
de operación (que es menor en este caso) y la aparición de estados de cuentas
fantasmas. Analicemos este último aspecto. Consideremos la situación realis-
ta de que los biestables del contador de rizado anterior tienen un tiempo de
propagación no nulo, igual a tp. Como se muestra en la figura 7.28, el conta-
dor va a pasar del estado de cuenta 3 al 4. Al usarse la salida de un biestable
como reloj del siguiente, los retrasos van acumulándose de una etapa a otra,
por lo que la salida de cuenta verdadera, tarda un tiempo, en este caso, igual
a 3 tp. En el intervalo de tiempo comprendido entre 0 y 3 tp se han producido
cuentas transitorias erróneas.

Los contadores ası́ncronos comerciales disponen de señales de control
como Reset, Load, etc. todas ellas con funcionamiento ası́ncrono (ya descrito
en el apartado anterior).

7.2.3. Contadores con módulo diferente a una potencia de 2

Es habitual que en la práctica se necesiten contadores con un módulo di-
ferente a la potencia de dos (en el mercado es muy común encontrarse con
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17

Contadores asíncronos

• Circuito: basado en el principio de que un flanco descendente en Oi debe implicar una transición en Oi+1

clk

O0

O1

O2

clk

O0

O1

O2

T1 q1

O2

T0 q0

O0

T2 q2

O1

clk

1 1 1

clk

O0

O1

O2

3 2 0 4O2-0

3tP

Valores incorrectos

Figura 7.28.

contadores módulo 10 por la importancia que tiene esta base de numeración).
Si se desea construir un contador con un módulo distinto a lo que se ofrece
comercialmente, tenemos dos posibilidades:

Diseñarlo con biestables y puertas, como si se tratara de una máquina
secuencial sı́ncrona

Usando contadores y puertas. Disponiendo de un contador con un
módulo mayor del que se desea diseñar, y puertas lógicas, podemos ha-
cer que este se comporte contando sólo aquellos estados de interés.

Aquı́ se desarrollará el segundo método; remitimos al lector al tema 7 para
el diseño según el primero.

Ejemplo. Se desea construir un contador módulo 10, que cuente desde el 0
hasta el 9, usando un contador módulo 16 y puertas lógicas.

Es lógico que el contador módulo 16 usado para implementar el módulo
10 debe interrumpir su cuenta cuando llega al estado de cuenta 9. Esto es,
el contador módulo 16 pasarı́a, después del 9, al estado de cuenta 10, pero
debemos obligarle a que, en lugar del 10, pase al estado de cuenta 0. Esto es
posible si el contador dispone de lı́nea de Clear. De alguna manera, esta lı́nea
debe de activarse cada vez que sea necesario para forzar el paso del estado de
cuenta 9 al 0. Existen dos alternativas de diseño, en función de que la lı́nea de
Clear tenga un modo de funcionamiento ası́ncrono o sı́ncrono. Analizaremos
las dos situaciones.
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Clear sı́ncrono (activo en bajo). Aquı́ se plantea diseñar un circuito com-
binacional que en función del estado de cuenta del contador módulo 16 active
la señal de Clear, Cl. Como esta es sı́ncrona, debe activarse en el estado de
cuenta 9, para que el próximo estado, en el siguiente flanco activo de clk, sea
0. Véase la figura 7.29.

1 1

1 1

O
3
O
2

O
1
O
0

F

00 01

00

01

x 1

x 1

11 10

1 1

1 1

11

10

x x

x 0

2

3

0

1

Cl
asinc

CONT

mod-16
CC

clk

Figura 7.29.

Por tanto, Cl = O3 O0.

En la figura 7.30 se muestra un cronograma donde se aprecia el funciona-
miento del conjunto contador-puerta. Se observa que en el estado de cuenta
9, la señal Cl se pone a 0, lo que obliga a que el contador se ponga a 0 en el
siguiente ciclo de reloj.

19

Contadores módulo z 2n

• Empleando Clear asíncrono (módulo-10, contador “decimal”):

00 01 11 10

1 1 x 1

1 1 x 1

1 1 x x

1 1 x 0

00

01

11

10

Cl = O3 O1

O3 O2

O1 O0

ClMódulo-16

O3 O2 O1 O0

clk CC

5 6 7 8 9 0 1 2 3101010

clk

Cl

Salida

Figura 7.30.

Clear ası́ncrono (activo en bajo). El procedimiento con el clear ası́ncrono
es similar que con el sı́ncrono, salvo que este caso la señal de clear debe acti-
varse en el estado de cuenta 10. Una vez que el circuito combinacional detecta
la llegada de este estado, activa la señal de Clear, Cl, lo que provoca que in-
mediatamente el contador se ponga a 0 (sin esperar el flanco activo de clk),
figura 7.31
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Cl
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CONT

mod-16
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Figura 7.31.

Por tanto, Cl = O3 O1.

La figura 7.32 muestra un cronograma del funcionamiento de este conta-
dor, donde se ve que el estado de cuenta 10 aparece durante un tiempo pe-
queño, el necesario para la ejecución de la operación Clear.

18

Contadores módulo z 2n

• Se pueden diseñar con el método clásico de síntesis de CSS
• Empleando Clear síncrono (módulo-10, contador “decimal”):

00 01 11 10

1 1 x 1

1 1 x 0

1 1 x x

1 1 x x

00

01

11

10

Cl = O3 O0

O3 O2

O1 O0

ClMódulo-16

O3 O2 O1 O0

clk CC

4 5 6 7 8 9 0 1 2

clk

Cl

Salida

Figura 7.32.

7.2.4. Contadores de anillo y conmutado en cola

La figura 7.33 muestra la estructura de un contador en anillo de módulo
4. Éste está constituido por 4 biestables, conectados entre sı́ de modo que la
salida de uno es la entrada del siguiente y ası́ sucesivamente hasta llegar al
último biestable, cuya salida se reintroduce por la entrada del primero. Esto
da idea del nombre de contador en anillo. En este contador, el estado de cuenta
j, viene determinado por un 1 en la salida Oj (mientras que el resto está a 0).

La lı́nea Init sirve para inicializar el circuito, de forma que cuando esta
vale 0, los biestables 0, 1, 2 y 3 toman, de forma ası́ncrona, los valores 1, 0, 0 y 0
respectivamente. La puesta a 1 de Init sirve como indicador para la puesta en
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Contador en anillo

• Circuito:

D0 q0

CL0

O0

PR0
D1 q1

CL1

O1

PR1
D2 q2

CL2

O2

PR2
D3 q3

CL3

O3

PR3

1 1 1 1

clk

Init

clk

Init

O0

O1

O2

O3

nº estados=nº biestables

Figura 7.33.

marcha del contador. La figura 7.34 muestra el cronograma de funcionamiento
de este contador.

Contador en anillo

• Circuito:

D0 q0

CL0

O0

PR0
D1 q1

CL1

O1

PR1
D2 q2

CL2

O2

PR2
D3 q3

CL3

O3

PR3

1 1 1 1

clk

Init

clk

Init

O0

O1

O2

O3

nº estados=nº biestables

Figura 7.34.

En el ciclo de reloj posterior a la inicialización, el biestable 1 captura el 1
que tiene el biestable 0, mientras que éste, junto con los biestables 2 y 3, se
ponen a 0. En el siguiente ciclo, el biestable 2 captura el 1, los restantes están
a 0, y ası́ sucesivamente. En definitiva, existe un único 1 que en cada ciclo de
reloj va pasando de un biestable a otro.

Una modificación al contador anterior, la constituye el anillo de Johnson
o contador conmutado en cola, el cual permite un número mayor de estados.
En concreto, si este nuevo contador tiene n biestables, el número de estados
de cuenta es de 2 n. Sin embargo, este contador, a diferencia del de anillo,
no muestra de forma evidente el estado de cuenta. La figura 7.35 muestra la
estructura de un contador de anillo conmutado en cola o contador de Johnson.
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Contador Johnson (conmutado en cola)

• Circuito:

D0 q0

CL0

O0

PR0
D1 q1

CL1

O1

PR1
D2 q2

CL2

O2

PR2
D3 q3

CL3

O3

PR3

1 1 1 1

clk

Init

q3

clk

Init

O0

O1

O2

O3

nº estados=2 x nº biestables

Figura 7.35.

Son dos las diferencias con el contador en anillo:

1. La inicialización. Todos los biestables del contador se inicializan con 0.

2. Las entrada de cada biestable está conectada con la salida del biestable
anterior, salvo el primero, cuya entrada es la salida complementada del
último biestable, el que está en la cola (de ahı́ el nombre).

Las salidas de este contador se muestram en la figura 7.36. Si inicialmente
todos los biestables están a 0, en el siguiente ciclo de reloj, el biestable 0, se car-
ga con un 1, ya que su entrada es el complemento del contenido del biestable
situado en cola. En el siguiente ciclo de reloj este 1 pasa al biestable 1, mientras
que el biestable 0 sigue cargándose con un 1 (mientras que q3 = 0). Este pro-
ceso se repite hasta que por fin, todos los biestables están a 1. En el siguiente
ciclo de reloj, el biestable 0 se carga con un 0 (al ser q3 = 1). A continuación
este 0 pasa al biestable 1, en el siguiente ciclo de reloj, mientras que el bies-
table 0 sigue cargándose con un 0. Esto se va repitiendo hasta que finalmente
todos los biestables se encuentran a 0, el punto de partida. A partir de aquı́ se
repite toda la secuencia. Se ve claramente, que todos los estados posibles son
8, justamente el doble del número de biestables.
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Contador Johnson (conmutado en cola)

• Circuito:

D0 q0

CL0

O0

PR0
D1 q1

CL1

O1

PR1
D2 q2

CL2

O2

PR2
D3 q3

CL3

O3

PR3

1 1 1 1

clk

Init

q3

clk

Init

O0

O1

O2

O3

nº estados=2 x nº biestables

Figura 7.36.

7.3. Registros

Un registro de n bits es un dispositivo que tiene capacidad de almacenar
n bits. Internamente están formados por biestables, tantos como bits sea ca-
paz de almacenar el registro. Normalmente estos dispositivos son sı́ncronos
siendo los biestables D los más usados para la implementación interna.

En cuanto a las operaciones básicas que se realizan sobre los registros des-
tacamos fundamentalmente dos: escritura (W ) y lectura (R), aunque habitual-
mente se pueden encontrar registros que incorporan operaciones como Clear.

Los registros se pueden clasificar en función de cómo se lean o escriban los
bits, ası́ podemos encontrar:

registros con entrada serie (entrada hace referencia a escritura) y salida
serie (salida hace referencia a lectura)

registros con entrada serie y salida paralelo

registros con entrada paralelo y salida serie

registros con entrada paralelo y salida paralelo.

Si disponemos de un registro de n bits, diremos que si éste tiene entrada
serie, entonces el registro sólo tiene una lı́nea de entrada de datos por la que,
uno tras otro, se introducen los n bits que serán almacenados por el registro. Si
un registro de n bits se dice que tiene entrada paralelo, entonces dicho regis-
tro dispone de n lı́neas de entrada, una por cada bit, por la que se introducen
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simultáneamente los n bits al registro. Estos conceptos de entrada serie y en-
trada paralelo son igualmente aplicables para la salida serie y salida paralelo.
Un registro de n bits tiene salida serie, implica que tiene una única lı́nea de
salida por la que, uno tras otro, van saliendo los n bits almacenados en el re-
gistro. Si un registro de n bits tiene salida paralelo, implica que dispone de n
salidas, una por cada bit, de forma que simultáneamente se leen todos los bits
del registro.

Todos los registros que tengan algún modo de funcionamiento serie para
lectura o para escritura se denominan registros de desplazamiento (shift regis-
ters). Podemos encontrar dos tipos de registros de desplazamiento en función
del sentido de movimiento de los bits: izquierda o derecha.

7.3.1. Registro de entrada serie y salida serie

La estructura básica de un registro de 4 bits de entrada serie y salida serie
se muestra en la figura 7.37.

2

Registro serie-serie

• Circuito:
D3 q3 D2 q2 D1 q1 D0 q0 RO

clk

RI

• Cronograma:

clk

q3

q2

q1

RI

RO=q0

B1

B2

B3

B0

Escritura Lectura

Valor escrito: B3-0

Figura 7.37.

Para todos los registros de desplazamiento es necesario que los biestables
D que lo constituyen sean disparados por flanco. Sólo se salva de esta regla el
registro de entrada paralelo y salida paralelo, el cual suele estar formado por
biestables disparados por nivel.

Se observa en el registro de la figura 7.37, que los biestables están conec-
tados de forma que la salida de cada uno se corresponde con la entrada del
biestable situado inmediatamente a su derecha. Asimismo, la salida del biesta-
ble situado a la derecha del conjunto se corresponde con la salida del registro
serie, mientras que la entrada para el biestable situado a la izquierda del con-
junto se correponde con la entrada de datos del registro.

Para que el registro opere de forma adecuada, los bits de entrada deben
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estar sincronizados con la señal de reloj, esto es, un bit de entrada por cada
ciclo de reloj. El procedimiento de escritura–lectura se ilustra en la figura 7.38.
El primer bit de entrada, B0, se escribirá en el biestable D3 en el primer flan-
co activo de reloj. En el segundo flanco activo, el bit B0 pasa el biestable D2

al tiempo en que el segundo bit de entrada, B1, se escribe en D3, sobreescri-
biendo su valor anterior (B0). Del mismo modo se escriben los bits B2 y B3 en
el registro. Al finalizar el proceso de escritura, los biestables D3�0 contienen a
los bits B3�0.

2

Registro serie-serie

• Circuito:
D3 q3 D2 q2 D1 q1 D0 q0 RO

clk

RI

• Cronograma:

clk

B0 B1 B2 B3

B0 B1 B2 B3

B0 B1 B2 B3

B0 B1 B2 B3

q3
q2
q1

RI B0 B2 B3B1

RO=q0

Escritura Lectura

Figura 7.38.

Para la lectura serie el procedimiento es similar. Sólo hay que tener en
cuenta que para leer el primer bit almacenado, el B0, no es necesario espe-
rar ningún ciclo de reloj, ya que la salida q del último biestable (y por tanto el
bit B0), se encuentra conectada con la salida del registro.

Por todo lo visto, podemos decir que el registro de entrada serie y salida
serie presentado en este apartado es un registro de desplazamiento a dere-
cha. El registro de desplazamiento a izquierda se hubiera construido de forma
similar sin más que conectar la salida de un biestable con la entrada del bies-
table situado a su izquierda. La entrada del registro serı́a en este caso D0, y la
salida, q3.
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7.3.2. Registro con entrada serie y salida paralelo

La figura 7.39 muestra la estructura básica de un registro de entrada serie
y salida paralelo de 4 bits. Al igual que en el apartado anterior, éste es un
registro de desplazamiento a derecha:

3

Registros serie-paralelo, paralelo-serie

• Serie-paralelo:

D3 q3

O3

D2 q2

O2

D1 q1

O1

D0 q0

O0
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D3 q3
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D2 q2
CL2PR2
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D1 q1
CL1PR1
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D0

D0 q0
CL0PR0

CC

0 RO

clk

t1

t1

Load

Di
CLi

PRi

t1t1

t1t1

Load

Di
CLi

PRi

• Paralelo-serie:
Figura 7.39.

El procedimiento de escritura es el mismo que el descrito en el apartado
anterior. En cuanto a la lectura, se hace evidente que el registro no depende de
la señal de reloj para mostrar su contenido, éste siempre aparece en las lı́neas
de salida.

7.3.3. Registro con entrada paralelo y salida serie

La figura 7.40 ilustra la estructura básica de un registro de estas carac-
terı́sticas.

3

Registros serie-paralelo, paralelo-serie

• Serie-paralelo:
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t1t1

t1t1

Load
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PRi

Figura 7.40.

El procedimiento de lectura es igual que el del registro serie–serie, para lo
que se hace necesario que los biestables esten conectados entre sı́, salida de
uno con la entrada del siguiente (en este ejemplo, el registro de desplazamien-
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to es nuevamente a la derecha). Aquı́ se modifica el proceso de escritura, que
se realiza cuando la lı́nea Load está activa.

En la escritura en paralelo, todos los bits de entrada Ai, se cargarán si-
multáneamente en los biestables qi. En la figura se ha escogido un procedi-
miento de carga ası́ncrona, usando las entradas Cl y Pr de los biestables. Se
deja al lector el diseño de la estructura para un procedimiento de carga o es-
critura sı́ncrona. Se ha diseñado un circuito combinacional (CC), formado por
dos puertas NAND y un inversor, que controla las lı́neas de Cl y Pr de ca-
da biestable en función del bit a escribir, Ai, y de la señal de control Load.
Cuando ésta última está a 0, las entradas Cl y Pr están a 1, no ocurre nada.
Si Load = 1, entonces si Ai = 0, se activa Cl y si Ai = 1, se activa Pr, esto
es, escritura ası́ncrona de un 0 o un 1, respectivamente. Este mecanismo de
escritura es el mismo para todos los biestables del registro.

7.3.4. Registro con entrada paralelo y salida paralelo

La figura 7.41 ilustra la estructura de un registro con entrada y salida en
paralelo de 4 bits.

4

Registro paralelo-paralelo

• Circuito:

D3 q3

O3

D2 q2

O2

D1 q1

O1

D0 q0

O0

clk

D3 D2 D1 D0

• Normalmente, los registros paralelos se construyen con biestables 
disparados por nivel. En tal caso, se denominan “latches”.

Figura 7.41.

Como se observa, los biestables son del tipo disparado por nivel (bajo, en
el circuito mostrado en la figura) en lugar de disparado por flanco. Esto sue-
le ser habitual en este tipo de registros, denominados también como latch,
aunque no se descarta la posibilidad de que se puedan diseñar con biestables
disparados por flanco.
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Si la señal clk vale 0, los biestables capturan simultáneamente todos los bits
de entrada. Si clk vale 1, los biestables mantienen la información capturada
que muestran siempre por sus lı́neas de salida.

7.3.5. Registro Universal

Un registro universal es aquel que tiene todas las formas de lectura y es-
critura posibles, tanto en serie como en paralelo.

Ejemplo. Diseñar un registro universal de 4 bits que tenga las siguientes ope-
raciones: desplazamiento a la derecha, desplazamiento a la izquierda, carga
en paralelo y puesta a cero.

De las cuatro operaciones anteriores, las de desplazamiento a derecha y a
izquierda, forzosamente tienen que ser sı́ncronas. La carga (Load) y la puesta
a cero (Clear) pueden ser sı́ncronas o ası́ncronas. Supongamos que la carga es
sı́ncrona, y la puesta a cero, ası́ncrona. Tenemos un total de 4 operaciones a
realizar más la de inhibición1 que debe estar presente en cualquier diseño de
registro ya que ésta es la que consiste en mantener la información memoriza-
da. Está claro que para implementar la operación ası́ncrona se necesita que los
cuatro biestables que forman parte del registro tengan entradas ası́ncronas, en
este caso de Cl, la cual se conecta directamente con la entrada de Clear del
registro. Las otras cuatro operaciones sı́ncronas se codifican en dos lı́neas de
control, S1 y S0, tal como se muestra en la siguiente figura 7.42.

Para la escritura o carga en paralelo, el registro ha de disponer de cuatro
lı́neas de entrada, P3�0. Para la lectura en paralelo, el registro dispone de cua-
tro lı́neas de salida, O3�0. RI y RO son las lı́neas de entrada y salida, respecti-
vamente, para la operación de desplazamiento a la derecha (R viene de Right,
derecha). LI y LO son las lı́neas de entrada y salida, respectivamente, para la
operación de desplazamiento a la izquierda (L viene de Left, izquierda). Por
último, es necesaria la señal de reloj, clk.

Si S1 S0 = 00, desplazamiento a la derecha, las entradas de los cuatro bies-
tables del registro deben ser (teniendo en cuenta que D3 el registro situado

1También denominada NOP (No OPeration)
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6

Registro universal

• Dispone de todos los tipos de lecturas y escrituras. Por ejemplo:

REG[4]

RI

RO

LI

LO

S1

S0Clear
clk

P3-0

O3-0

4

4

S1

0
0
1
1

S0

0
1
0
1

Operación

SHR
Load
Inhibición (NOP)
SHL

Figura 7.42.

más a la izquierda y D0 el situado a más la derecha):

D3 = RI

D2 = q3

D1 = q2

D0 = q1

RO = q0

Si S1 S0 = 01, carga en paralelo, las entradas deben ser los valores que
tengan las entradas en paralelo del registro, P3�0:

D3 = P3

D2 = P2

D1 = P1

D0 = P0

Si S1 S0 = 10, inhibición, las entradas de los biestables coincidir con sus
propios valores almacenados, para que éstos no cambien:

D3 = q3

D2 = q2

D1 = q1

D0 = q0

Si S1 S0 = 11, desplazamiento a la izquierda, las entradas de los biestables
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deben ser:

LO = q3

D3 = q2

D2 = q1

D1 = q0

D0 = LI

En cualquier caso, las salidas O3�0 son los valores de los biestables q3�0.

Combinando los casos anteriores, obtenemos las siguientes ecuaciones:

D3 = S̄1S̄0RI + S̄1S0B3 + S1S̄0q3 + S1S0q2

D2 = S̄1S̄0q3 + S̄1S0B2 + S1S̄0q2 + S1S0q1

D1 = S̄1S̄0q2 + S̄1S0B1 + S1S̄0q1 + S1S0q0

D0 = S̄1S̄0q1 + S̄1S0B0 + S1S̄0q0 + S1S0LI

las cuales se pueden implementar según se muestra en la figura 7.43.

7

Registro universal (2)

• S1 = 0, S0 = 0 � Desplazamiento a la derecha:
D3 = RI; D2 = q3; D1 = q2; D0 = q1; RO = q0; 

• S1 = 0, S0 = 1 � Load:
D3 = P3; D2 = P2; D1 = P1; D0 = P0; 

• S1 = 1, S0 = 0 � Inhibición (NOP, No OPeration):
D3 = q3; D2 = q2; D1 = q1; D0 = q0; 

• S1 = 1, S0 = 1 � Desplazamiento a la izquierda:
LO = q3; D3 = q2; D2 = q1; D1 = q0; D0 = LI; 
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Figura 7.43.

7.4. PLDs secuenciales

En el capı́tulo 4 se estudiaron los dispositivos lógicos programables (PLD,
Programmable Logic Device) de tipo combinacional, esto es, PLA y PAL. Los
PLDs secuenciales se basan en las mismas estructuras que aquéllos, con la
novedad de que incorporan biestables cuyas entradas y salidas están conec-
tadas a la matriz programable. Gracias a ello, usando PLDs secuenciales po-
demos implementar funciones de conmutación tanto combinacionales como
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secuenciales con un número máximo de estados que depende de la cantidad
de biestables disponibles en el PLD.

A continuación, y a modo de caso ilustrativo, se estudia detalladamete la
PAL secuencial 22V10, figura 7.44. Ésta dispone de once entradas fijas I1�11,
una entrada especial I0 que, además de alimentar a la matriz programable,
sirve de señal de reloj a los biestables de la PAL, y diez lı́neas que pueden ser
programadas como entradas o salidas I/O0�9. Por supuesto, también incor-
pora las entradas de alimentación, VCC y GND.

La diferencia fundamental respecto de una PAL combinacional es la es-
tructura de salida, que incluye, como novedad, los siguientes componentes:

un biestable tipo D, disparado por flanco, con entradas ası́ncronas de
Clear, AR, y Preset, SP , programables en la matriz;

un multiplexor de cuatro canales que determina la salida de la macrocel-
da al pin I/O correspondiente, cuyas entradas de selección S1 y S0 son
programables;

un multiplexor de dos canales que controla la realimentación desde la
macrocelda a la matriz programable, cuya entrada de selección está com-
partida con la lı́nea S1 del multiplexor de cuatro canales.

Todo ello permite que las etapas de salida, que reciben el nombre de macro-
celdas (macrocells) sean muy versátiles, pudiendo funcionar en cuatro modos
distintos según se programen las entradas de selección de los multiplexores.
La estructura de la macrocelda de la PAL 22V10 se muestra en la figura 7.45.

Si, por ejemplo, programamos una macrocelda de modo que las entradas
de selección S1 y S0 (nótese que S1 es compartida por los dos multiplexores)
queden conectadas al nivel lógico 0 (manteniendo intactos los fusibles corres-
pondientes, lo cual se expresaba colocando un aspa en la interconexión), dicha
macrocelda quedará configurada de forma que el biestable tendrá su entrada
D conectada a la matriz programable, y su salida Q aparecerá complementada
en el pin I/O correspondiente, tal como se muestra en la figura 7.46.

Los cuatro modos de operación de la macrocelda se ilustran en la figu-
ra 7.47, y corresponden a las cuatro combinaciones posibles que pueden pre-
sentar las lı́neas programables S1 y S0 de la macrocelda:
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FUNCTIONAL DESCRIPTION
The PAL22V10 allows the systems engineer to imple-
ment a design on-chip, by opening fuse links to config-
ure AND and OR gates within the device, according to
the desired logic function. Complex interconnections
between gates, which previously required time-
consuming layout, are lifted from the PC board and
placed on silicon, where they can be easily modified dur-
ing prototyping or production.

Product terms with all fuses opened assume the logical
HIGH state; product terms connected to both true and
complement of any single input assume the logical LOW
state.

The PAL22V10 has 12 inputs and 10 I/O macrocells.
The macrocell (Figure 1) allows one of four potential out-
put configurations; registered output or combinatorial
I/O, active high or active low (see Figure 2). The configu-
ration choice is made according to the user’s design

specification and corresponding programming of the
configuration bits S0 – S1. Multiplexer controls initially
are connected to ground  (0) through a programmable
fuse, selecting the “0” path through the multiplexer. Pro-
gramming the fuse disconnects the control line from
GND and it is driven to a high level, selecting the “1”
path.

The device is produced with a fuse link at each input to
the AND gate array, and connections may be selectively
removed by applying appropriate voltages to the circuit. 

Variable Input/Output Pin Ratio
The PAL22V10 has twelve dedicated input lines, and
each macrocell output can be an I/O pin. Buffers for de-
vice inputs have complementary outputs to provide
user-programmable input signal polarity. Unused input
pins should be tied to VCC or GND.

CLK

S1

1 0
1 1
0 0
0 1

AR

SP

0

1

I/On

S0
S1 S0 Output Configuration
0 0 Registered/Active Low
0 1 Registered/Active High
1 0 Combinatorial/Active Low
1 1 Combinatorial/Active High

0 = Unprogrammed fuse
1 = Programmed fuse

D Q

Q

Figure 1. Output Logic Macrocell Diagram
Figura 7.45.
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(a) Registered/Active LOW: la macrocelda opera en modo secuencial (regis-
tered), esto es, el biestable está conectado a la salida, que, en este caso,
está complementada (active low);

(b) Registered/Active HIGH: la macrocelda opera en modo secuencial y la
salida no está complementada (active high);

(c) Combinatorial/Active LOW: la macrocelda opera en modo combinacio-
nal (combinatorial), esto es, no se usa el biestable. En este caso, la salida
está complementada;

(d) Combinatorial/Active HIGH: la macrocelda opera en modo combina-
cional; la salida no está complementada.

AMD

2-201PAL22V10 Family

Registered Output Configuration
Each macrocell of the PAL22V10 includes a D-type flip-
flop for data storage and synchronization.  The flip-flop
is loaded on the LOW-to-HIGH transition of the clock in-
put. In the registered configuration (S1 = 0), the array
feedback is from Q of the flip-flop.

Combinatorial I/O Configuration 
Any macrocell can be configured as combinatorial by
selecting the multiplexer path that bypasses the flip-flop
(S1 = 1). In the combinatorial configuration the feedback
is from the pin.

D Q

QCLK

SP

AR

Registered/Active Low

S0 = 0
S1 = 0

Combinatorial/Active Low

S0 = 0
S1 = 1

D Q

QCLK

SP

AR

Registered/Active High

S0 = 1
S1 = 0

Combinatorial/Active High

S0 = 1
S1 = 1

16559C-5
Figure 2. Macrocell Configuration Options

Programmable Three-State Outputs
Each output has a three-state output buffer with three-
state control. A product term controls the buffer, allow-
ing enable and disable to be a function of any product of
device inputs or output feedback. The combinatorial
output provides a bidirectional I/O pin, and may be con-
figured as a dedicated input if the buffer is always dis-
abled.

Programmable Output Polarity
The polarity of each macrocell output can be active high
or active low, either to match output signal needs or to
reduce product terms. Programmable polarity allows
Boolean expressions to be written in their most compact
form (true or inverted), and the output can still be of the
desired polarity. It can also save “DeMorganizing”
efforts. 

Selection is controlled by programmable bit S0 in the
output macrocell, and affects both registered and com-
binatorial outputs. Selection is automatic, based on the
design specification and pin definitions.

Preset/Reset
For initialization, the PAL22V10 has Preset and Reset
product terms. These terms are connected to all regis-
tered outputs. When the Synchronous Preset (SP)
product term is asserted high, the output registers will be
loaded with a HIGH on the next LOW-to-HIGH clock
transition. When the Asynchronous Reset (AR) product
term is asserted high, the output registers will be imme-
diately loaded with a LOW independent of the clock.

Note that preset and reset control the flip-flop, not the
output pin. The output level is determined by the  output
polarity selected.

Power-Up Reset
All flip-flops power-up to a logic LOW for predictable
system initialization. Outputs of the PAL22V10 will de-
pend on the programmed output polarity. The VCC rise
must be monotonic and the reset delay time is 1000 ns
maximum.

Figura 7.47.

Al igual que en una PAL combinacional, si el inversor triestado que in-
terconecta la macrocelda con el pin I/O correspondiente está programado de
forma que su salida está en alta impedancia, la macrocelda queda desconecta-
da del pin IO y éste puede ser usado como entrada adicional.
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Ejercicios propuestos

Problema 7.1 Diseñar un circuito secuencial sı́ncrono que genere la secuencia
periódica 100101 por su salida Z. Base su diseño en un registro de desplaza-
miento y puertas lógicas.

Problema 7.2 Diseñe la etapa tı́pica de un registro universal de 8 bits. Base su
diseño en biestables D y MUX 2:1.

Problema 7.3 Diseñar la etapa tı́pica de un registro de desplazamiento bidi-
reccional con carga en paralelo sı́ncrona y reset ası́ncrono. Utilice biestables T
y multiplexores 2:1.

Problema 7.4

a)Utilizando un contador ascendente sı́ncrono de módulo 16 que , además,
dispone de operación de reset ası́ncrona y carga sı́ncrona, y puertas lógicas,
diseñe un contador que cuente de : 1) de 0 a 6; 2) de 7 a 15; 3) de 4 a 10.

b) Diseñe la etapa tı́pica del contador con biestables T y multiplexores.

Problema 7.5

(a) Diseñar un contador ascendente de módulo 16 que disponga de entra-
das de cuenta y puesta a 0, ambas sı́ncronas y activas en alto. Para ello utilice
exclusivamente los siguientes subsistemas:

(b) Explique qué modificaciones tendrı́a que hacer sobre el diseño del
apartado (a) para que la cuenta se incrementase de 2 en 2 (0, 2, 4, 6, ...). ¿Cúan-
tos estados distintos tendrı́a el contador resultante?.

(c) Explique qué modificaciones tendrı́a que hacer sobre el diseño del
apartado (a) para que la cuenta se incrementase de 3 en 3 (0, 3, 6, 9, ...). ¿Cúan-
tos estados distintos tendrı́a el contador resultante?.

(d) Obtenga un contador módulo 15 a partir del contador de módulo 16
diseñado en el apartado (a).

Problema 7.6 Diseñe un circuito digital que a partir de una señal de reloj de 24
horas de duración, muestre en displays de 7 segmentos, el número del mes. Se
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entiende que cada mes tiene 30 dı́as y el primer mes es el 1 (Enero) y Diciembre
el 12. Base su diseño en contadores módulo-32, módulos combinacionales y
puertas.

Problema 7.7 Un determinado edificio dispone de sólo dos puertas de acce-
so, una de entrada y otra de salida. En cada puerta se ha situado un sensor
que genera un pulso activo en alta con una duración de 1µ s, cada vez que
una persona pasa por la puerta. Usando como base un contador de 12 bits que
se incrementa cada vez que se una persona entra al edificio y se decrementa
cuando otra sale, diseñe un circuito secuencial con una entrada, X , y dos sali-
das, Z1, Z0, de forma que la salida Z1 se activa si, para X = 0 en el edificio hay
más de 500 personas, o si para X = 1 en el edificio hay más de 1000 personas.
En cualquier caso, Z0, se activa siempre que no hay nadie en el interior del
edificio. El circuito a diseñar debe disponer de una entrada adicional, R, que
ponga a cero el contador. Diseñe el circuito usando los siguientes componen-
tes, un contador de 12bits, comparadores de magnitud de 4 bits, multiplexores
de 2 canales y puertas lógicas.
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